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RESUMEN

En el presente trabajo de profundizacion se presenta el proceso de disefio, implementacion y analisis
de un de un proceso de ensefianza y aprendizaje de las isometrias en el plano, basado en la estrategia
de solucion de problemas y con la mediacion tecnoldgica del software GeoGebra.

El enfoque de la investigacion es de tipo mixto. Los resultados se analizan cualitativamente, teniendo
como referentes la teoria sobre estrategias de solucion de problemas planteado por Shoenfeld. El
analisis cuantitativo se realiza a través de pruebas estadisticas que comparan los resultados obtenidos
en la prueba diagnostica con los de la prueba de salida y el desempefio de los estudiantes en las tres
hojas de trabajo analizadas.

Se encontr6 que la intervencion de aula generd avances significativos en el aprendizaje de las
isometrias del plano, lo cual se manifiesta en una notable mejoria en el desempefio académico de los
estudiantes que participaron del proceso.

Palabras clave: Solucién de Problemas, GeoGebra, Isometrias del plano, Geometria, Heuristicas,

Estrategias de Control, Sistema de Creencias.
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SUMMARY

In this study, | aim to present a research work of fuller consideration of the process of design,
implementation and analysis of a process of teaching and learning of isometrics in the plane, based
on the problem-solving strategy and the technological mediation of GeoGebra software.

The research approach is eclectic. The results are analyzed qualitatively, based on the theory of
problem-solving strategies posed by Polya and Schoenfeld. The quantitative analysis is performed
through statistical tests that compare the results obtained in the diagnostic test with those of the end-
of-term test and the performance of the students in worksheets.

It was found that intervention in the classroom generated significant progress in the learning of plane
isometrics, which results in a remarkable improvement in the academic performance of the students
who participated in the process.

Keywords: Problem Solving, GeoGebra, Plane Isometries, Geometry, Heuristics, Control Strategies,
Assumptions System.




Isometrias en el plano con GeoGebra

INTRODUCCION

En este trabajo presentaremos una experiencia didactica relacionada con el uso del Software
GeoGebra para la ensefianza de las isometrias del plano en un ambiente de resolucién de problemas.

La investigacion fue desarrollada con los estudiantes de las carreras de Disefio Industrial y Disefio de
Medios Interactivos matriculados el curso de Matematicas para el Disefio ofrecido por el
Departamento de Matematicas y Estadistica de la Universidad Icesi, ubicada en la cuidad se Santiago
de Cali, Colombia.

Como profesor del curso de Matematicas para el Disefio por mas de diez afios, he enfrentado grandes
retos que van desde el poco interés de los estudiantes por el estudio de las matematicas, hasta la
supuesta falta de habilidades que manifiestan tener para comprender y resolver problemas
matematicos.

También es comdn encontrarse con creencias y concepciones personales frente a una supuesta falta
de aplicabilidad de los contenidos estudiados en el curso a sus carreras de disefio. Lo anterior, sumado
al hecho de que la mayoria de los estudiantes que toman el curso tienen grandes habilidades para el
dibujo, la diagramacion y el uso de medios computacionales, hace que semestre tras semestre el reto
de motivarlos al estudio de las matematicas requiera la implementacion de cambios de tipo
pedagdgico, didactico, y por supuesto, también metodoldgicos.

Motivado frente a estos retos y siendo consecuente con el modelo de aprendizaje activo que orienta
los procesos de ensefianza y aprendizaje en la Universidad Icesi, para el segundo semestre del afio
2018 realicé una implementacion de aula orientada a la ensefianza y el aprendizaje de las isometrias
del plano. La intencion de esta implementacion era mejorar mis practicas de aula y enfrentar a los
estudiantes a situaciones que les permitieran acceder al conocimiento de forma significativa y siendo
los actores principales de su proceso de aprendizaje.

A continuacion, se presenta una vision general del informe final del trabajo de grado en la que se
realizar una descripcion de cada uno de los cinco capitulos que lo conforman.

En el primer capitulo se define el problema de investigacion y se realiza la contextualizacion y la
justificacién de las razones por la que se decide hacer la intervencion de aula. Ademas, se define y se
acota el tema objeto de estudio a través de la formulacion de la pregunta de investigacion, las
preguntas auxiliares y los objetivos general y especificos, tomando como referentes los resultados de
cancelacién y reprobacidn histdricos que se han presentado en el curso.

En el segundo capitulo, se presentan los referentes tedricos que sirven de base para el presente trabajo
de grado. Estos referentes aluden aspectos como la resolucion de problemas desde la propuesta de
Alan Shoenfeld, la mediacién instrumental de tecnologias digitales en Educacién Matematica y el
uso de GeoGebra, el uso de multiples representaciones, desde el punto de vista de Duval (1995), y
las isometrias en el plano. Estos referentes conforman el marco tedrico que constituyen la base para
el analisis e interpretacion de los resultados obtenidos en las pruebas diagnostica y de salida, asi como
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de las producciones escritas de los estudiantes que resultaron del diligenciamiento de las hojas de
trabajo en las cuales consignaban los resultados de sus exploraciones de las cajas negras.

En el tercer capitulo se presenta el disefio metodoldgico, y se explica cada fase que conforma el
proceso de investigacion y las herramientas que fueron disefiadas para poder llevar a cabo la
implementacién. De manera general se puede decir que el proceso consiste de las etapas de disefio,
de validacion, de implementacion y recoleccion de datos y finalmente la etapa de analisis. Igualmente
se hace una descripcion de los sujetos los participantes de la investigacion y el lugar en el que ésta se
desarrollo.

En el cuarto capitulo se realiza el andlisis de los datos recolectados por medio de la prueba
diagndstica, la prueba de salida y las hojas de trabajo. El analisis de estos datos se realizé mediante
un enfoque mixto: Analisis Cualitativo y Analisis Cuantitativo. Para ello fue necesario procesar y
clasificar la informacion en Excel, elaborar criterios de calificacion, construir tablas y gréaficas en las
que se organizo la informacion recogida. De las hojas de trabajo se hace un andlisis tanto cuantitativo
como cualitativo.

Finalmente, en el quinto capitulo se da respuesta a las preguntas de investigacion que se definieron
en el primer capitulo y que se encargaron de orientar la implementacion y el desarrollo de las
actividades de aula hacia el cumplimiento de los objetivos. De las respuestas a estas preguntas, se
realizan una serie de sugerencias para trabajos posteriores y tambien se presentan reflexiones sobre
el trabajo realizado.

10
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. CONTEXTUALIZACION

El problema planteado en este trabajo de profundizacion trata sobre la implementacion de un proceso
de ensefianza y aprendizaje de las isometrias del plano, bajo el enfoque de la solucion de problemas
y con el uso de GeoGebra. La investigacion se desarrolla en el marco del curso de matematicas para
el disefio.

Actualmente el curso de Matematicas para el Disefio se ofrece para los programas académicos de
Disefio Industrial y Disefio de Medios Interactivos, adscritos a la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Icesi, y hace parte de la linea de experticia matematica.

Histéricamente, este curso ha tenido altos indices de reprobacion y cancelacion, generando retrasos
considerables en el cubrimiento de las diferentes lineas de formacidén que contempla la malla
curricular de estos programas académicos.

Segln datos suministrados por la division de Registro Académico de la Universidad Icesi, para el
semestre 2009-2, el curso reportd un 39% de cancelaciones, mientras que para el periodo académico
2016-2 el porcentaje de cancelaciones fue del 19%. (ver figura 1).

Porcentaje de cancelaciones por periodo académico
2009-1 a 2016-2
45%
40%
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'19’@‘ m‘b@wﬁ‘:‘ﬁ w‘?ﬁgﬂkﬁ‘?ﬁ ﬂ&,\?wﬂ"r@n;v @&w"ﬁﬁ "n.“@m & £ mm"‘rﬁ m"nﬁ?wm‘?y @.@n’
Fig. 1
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Para los mismos dos periodos académicos, los porcentajes de pérdida del curso reportados fueron
del 54% y del 17%, respectivamente.

Porcentaje de pérdidas por periodo
académico
2009-1 a 2016-2

a0%
50%
40%
30%
20%
10%

Fig. 2.

Ante este panorama académico tan complejo y los continuos pedidos por parte de los directores de
programa de revisar lo que estaba sucediendo con el curso, decido revisar mis practicas docentes y
buscar estrategias que me permitieran impactar de manera positiva tanto la formacion académica de
los estudiantes como los indices de aprobacion y cancelacion del curso.

Es asi como a partir del segundo periodo académico del afio 2016 decido implementar cambios en la
forma de presentar algunos los conceptos matematicos que se estudian en el curso. Para esa época
comienzo a participar de los talleres de formacién ofrecidos por el Instituto GeoGebra Cali y
reconozco el potencial que posee el software GeoGebra como herramienta didactica que facilita el
acercamiento de los estudiantes a las nociones de isometrias del plano y de simetrias de poligonos.

El trabajo se inicia mostrando algunas de las caracteristicas y bondades del programa. Lo uso para
ejemplificar temas como las lineas y puntos notables en el triangulo, propiedades de las isometrias,
el concepto de simetria de poligonos regulares y su uso en el disefio de teselados. Muy pronto
comienzo a darme cuenta del cambio de percepcion de los estudiantes frente a las dinamicas de clase
y al curso mismo. Se muestran mas interesados y motivados por el estudio de los conceptos y
comienzo a notar una ligera disminucion de los indices de pérdida y cancelacién del curso. A partir
de ese momento decido que valdria la pena repensar formalmente las estrategias didacticas y
metodoldgicas y comenzar a organizar y a sistematizar esta experiencia del uso de la mediacién
computacional en el curso de matematicas para el disefio.

12
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1.2. ANTECEDENTES

Para el afio 2003, la malla curricular del programa de DI consideraba los cursos de algebra y
funciones, en primer semestre, y calculo de una variable, en segundo semestre, como los cursos de
componente matematica que debian tomar los estudiantes matriculados en el programa académico de
DI, presentandose altos indices de reprobacion y cancelaciones.

Para ese afio el Departamento de Matematicas y Estadistica, bajo la jefatura del profesor Alfonso
Bustamante Arias, se propone analizar el alcance y la pertinencia del curso de célculo de una variable
para los estudiantes de DI.

El estudio estuvo a cargo del profesor Hendel Yaker y su analisis se centrd, tanto en el contenido del
curso, como en los objetivos propuestos y las necesidades demandadas por el programa de DI. Este
estudio mostrd, en primer lugar, que los contenidos propuestos — que eran los mismos para las carreras
de ingenieria y economia- excedian las necesidades de formacion matematica de los estudiantes del
programa de D1y, en segundo lugar, resultaba insuficiente con relacion a algunas nociones de caracter
geométrico tales como construcciones geomeétricas con reglay compas, transformaciones en el plano,
transformaciones lineales, matrices y simetria de poligonos, que tampoco eran abordados en el curso
de algebra y funciones.

Con la idea de corregir estas dificultades se propone el disefio curricular del curso de Matematicas
para el Disefio como reemplazo del curso de célculo de una variable. La propuesta fue liderada por
el profesor Hendel Yaker, quién en compafiia de la profesora Maria Eugenia Martinez, no sélo
disefian el curso, sino que también escriben las notas de clase para el curso.

Este nuevo curso se implementa, por primera vez, en el afio 2003 para la carrera de Disefio Industrial
y a partir del afio 2005 comienza a hacer parte de la malla curricular del programa académico de
Disefio de Medios Interactivos.

1.3. JUSTIFICACION

Desde su creacion, en el afio 2003, el curso de Matematicas para el Disefio ha sufrido muy pocos
cambios en lo que se refiere a sus contenidos disciplinares, al planteamiento de sus objetivos
generales y especificos, a la propuesta metodoldgica y, por supuesto, a los procesos de evaluacion.

Uno de los aspectos que mas preocupa es la pertinencia de los contenidos del curso y su contribucién a
la formacion de los futuros profesionales del disefio, no s6lo en términos de contenidos disciplinares,
sino también en el desarrollo de competencias y habilidades, de tal manera que puedan enfrentar,
eficientemente, los retos que les imponen en la actualidad la sociedad y la industria.

Ante esta y otras situaciones propias de los procesos de acreditacion de alta calidad, los programas de
disefio industrial y disefio de medios interactivos llevaron a cabo reformas curriculares con el animo de
responder a los estdndares de calidad de la educacion propuestos tanto por el Ministerio de

e
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Educacion Nacional como por la propia universidad Icesi en su PEI y su modelo de aprendizaje
activo.

Estas reformas curriculares se fundamentaron en tres grandes aspectos: la antigiiedad de mas de diez
afios de los curriculos que se venian implementando, la necesidad de incorporar desarrollos tedricos
y tecnoldgicos que han reorientado los objetos de estudio de dichos programas académicos y la
determinacion institucional de ajustar sus disefios curriculares por competencias (Aguirre, 2014).

Como fruto de dichas reformas curriculares, el programa de DMI sugiere al Departamento de
Matematicas y Estadistica una revision del programa bajo la premisa que el curso “poco aporta” a
la formacion de habilidades en programacion, mas ain cuando es prerrequisito del curso disefiando
con Algoritmos. Ademas de esta solicitud expresa de la direccion de dicho programa, también es
importante destacar que los estudiantes de esta carrera llegan al curso desconociendo una buena
parte de las nociones geométricas relacionadas con construcciones béasicas con regla y compas, de
las lineas y puntos notables en el tridngulo y de las isometrias del plano.

Esta situacion podria ser generada en primer lugar como consecuencia de la falta de formacién en
geometria elemental que es tipica de las instituciones educativas de secundaria en nuestro pais y, en
segundo lugar, porque en su malla curricular no esta presente el curso de Geometria Descriptiva,
que toman los estudiantes de DI y que sin lugar a dudas que contribuye a la formacion de
pensamiento geomeétrico.

Este desbalance con el que llegan los estudiantes de DMI al curso me pone el reto de buscar
estrategias didacticas y recursos computacionales que permitan disminuir la brecha cognitiva que
se presenta entre los dos grupos de estudiantes que toman el curso. Es asi como considero que la
implementacion de actividades basadas en el uso de GeoGebra parece haber contribuido, como se
menciono anteriormente, a mejorar el desempefio académico de los estudiantes, reducir los indices
de cancelaciones y reprobaciones y conectar los contenidos del curso con situaciones y demandas
propias del ambito del disefio.

Atendiendo las demandas de los programas de disefio, el Departamento de Matematicas y
Estadistica ha implementado, desde el afio 2017, algunos cambios relacionados con el procesos de
evaluacion en lo que respecta al nimero de exdmenes parciales que se aplica a los estudiantes (se
pasé de dos examenes parciales, tres pruebas cortas y un examen final acumulativo a tres examenes
parciales y dos pruebas cortas), pero también ha habido cambios en los procesos de seguimiento del
trabajo realizado por los estudiantes durante el semestre.

En la actualidad, ademas de los exdmenes parciales también se tienen en cuenta talleres de clase,
entregas parciales y finales a través de la plataforma Moodle que implican el uso de GeoGebra como
recurso de mediacion computacional. Es también importante resaltar que el uso de la tecnologia ha
impactado, no sélo el tipo de actividades desarrolladas en clase, sino que también lo ha hecho de
manera notable en la evaluacion misma, en el sentido que los estudiantes presentan dos de los tres
examenes parciales haciendo uso de sus computadores y del software GeoGebra.
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Por todo lo anterior, en el presente proyecto de investigacion me propongo indagar cuales serian las
caracteristicas fundamentales de un proceso de ensefianza y aprendizaje de las isometrias en el
plano, fundamentado en la estrategia solucion de problemas y basada en el uso de nuevas
tecnologias, que contribuya a generar aprendizaje significativo y contribuir al desarrollo de
competencias en la medida que se logre alinear el contenido del curso con tareas propias del disefio
industrial y multimedial.

La anterior propuesta se fundamenta en el hecho de que el uso de las tecnologias de la informacion
y la comunicacion (TIC) brindan a los maestros la posibilidad de estructurar y elaborar
intervenciones de aula que dinamizan los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
y particularmente de la geometria.

1.4. OBJETIVOS

1.4.1. OBJETIVO GENERAL

Estudiar las caracteristicas tiene un proceso de aprendizaje, fundamentado en la resolucion de
problemas, de las isometrias del plano, mediado por GeoGebra, con estudiantes del curso de
matematicas para el disefio en la Universidad Icesi.

1.4.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Analizar el tipo de recursos que utilizan los estudiantes del curso de matematicas para el disefio en
el proceso de resolucion de problemas sobre isometrias del plano con el apoyo de GeoGebra.

2. Caracterizar las estrategias heuristicas que utilizan los estudiantes del curso de matemaéticas para
el disefio en el proceso de resolucion de problemas sobre isometrias del plano con el apoyo de
GeoGebra.

3. Estudiar las estrategias de Control que utilizan los estudiantes del curso de matematicas para el
disefio en el proceso de resolucion de problemas sobre isometrias del plano con la mediacién de
GeoGebra.

1.5.  PREGUNTAS DE INVESTIGACION

1.5.1. PREGUNTA CENTRAL

¢Cuéles son las caracteristicas que tiene un proceso de aprendizaje, fundamentado en la resolucion
de problemas, de las isometrias del plano, mediado por GeoGebra, con estudiantes del curso de
matematicas para el disefio, en la Universidad Icesi?
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1.5.2. PREGUNTAS AUXILIARES

1. ¢Que tipos de recursos matematicos utilizan los estudiantes del curso de matematicas para el
disefio en el proceso de resoluciéon de problemas sobre isometrias del plano con el apoyo de
GeoGebra?

2. ¢Cudles son las estrategias heuristicas que utilizan los estudiantes del curso de matematicas para
el disefio en el proceso de resolucion de problemas sobre isometrias del plano con el apoyo de
GeoGebra?

3. ¢Cudles son las estrategias de Control que utilizan los estudiantes del curso de matematicas para
el disefio en el proceso de resolucion de problemas sobre isometrias del plano con la mediacion de
GeoGebra?
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2. REFERENTES TEORICOS

En este capitulo se presentan los referentes tedricos que dan soporte al problema de investigacion
planteado y que se constituyeron en el marco de referencia tanto para el disefio de los instrumentos
de investigacion como para el andlisis de los resultados obtenidos a través de ellos. Este marco de
referencia lo constituyen tres elementos fundamentales a saber: el proceso de resolucion de
problemas, el uso de las tecnologias digitales en Educacion Matematica, el uso de multiples
representaciones y, finalmente, el concepto matematico de isometrias en el plano.

2.1. RESOLUCION DE PROBLEMAS

En este apartado se presentan los aspectos tedricos que fundamentan la solucién de problemas
matematicos. Iniciaremos haciendo un anélisis sobre las propuestas, que, sobre resolucién de
problemas, se consideran en la actualidad como referentes y poseen cierto reconocimiento en la
literatura relacionada con la Didactica de las Matematicas y por su puesto en las nuevas tendencias
que sobre el tema se desarrollan en el &mbito de la Educacion Matematica.

Se citan algunos de los trabajos que considero méas importantes y en los cuales se documenta las
diferentes maneras de cémo se plantean y resuelven problemas de matematicas.

2.1.1. EL TRABAJO DE ALAN SCHOENFELD

Las investigaciones realizadas por Shoenfeld (1985), tanto con estudiantes como con profesionales
de las matematicas, lo llevo a encontrar evidencias claras para afirmar sobre la existencia de lo que
él define como las cuatro dimensiones que influyen en el proceso de resolucion de problemas: las
estrategias cognitivas, el dominio del conocimiento, las estrategias metacognitivas y el sistema de
creencias.

A pesar de que Shoenfeld toma como referente teérico para sus investigaciones los trabajos de Polya
y valora la importancia de las estrategias descritas por este autor, pone en evidencia que muchos de
los estudiantes, que demuestran habilidad en la ejecucién de dichas estrategias, comienzan a tener
dificultades cuando el problema se les presenta con algunas variantes.

A continuacion, se describen cada una de estas cuatro dimensiones consideradas por Shoenfeld en
sus investigaciones sobre la resolucion de problemas.
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2.1.1.1 Los recursos

Los recursos se consideran los cimientos a partir de los cuales se fundamenta la solucion de problemas
y caracterizarlos implica analizar, desde la psicologia, en primer lugar, el conocimiento que posee el
individuo y, en segundo lugar, las maneras como accede a dicho conocimiento.

En Shoenfeld (1992), se presentan una gran variedad de recursos que, segun el autor, contribuyen a
potenciar las habilidades en resolucion de problemas matematicos. Entre ellos se pueden citar
recursos como:

i.  El conocimiento informal e intuitivo acerca del dominio del problema.
ii.  El conocimiento de términos no definidos y términos definidos.
ii.  El manejo de postulados.
iv.  El conocimiento de teoremas.
v. Habilidad para ejecutar procedimientos de rutina o procedimientos algoritmicos.
vi.  El conocimiento acerca de las reglas del lenguaje que son propias del domino del problema a
resolver, entre otros.

Benitez (1998) reporta que los estudiantes universitarios de primer afio tienen severas dificultades
para saber cuando usar un recurso o una técnica especifica, y en oportunidades dejan de usarla cuando
deberian hacerlo o las usan en momentos inapropiados. Por ejemplo, muchos estudiantes de primer
afio de universidad intentan usar el principio de induccién matematica en todo aquel problema que
involucre propiedades de nimeros naturales. Otros estudiantes no usan el citado principio porque el
problema explicitamente en la redaccion no dice: “pruebe usando el principio de induccion
matematica”. Desde este punto de vista, se afirma que, a pesar de que se discuta con los estudiantes
algunos contenidos, no necesariamente sabran cuando pueden usarlos.

2.1.1.2. Estrategias Heuristicas.

Las estrategias heuristicas se consideran como acciones de gran utilidad a la hora de resolver
problemas. Polya (1945) se refiere a las heuristicas haciendo referencia a preguntas y sugerencias que
se formula la persona que resuelve el problema y algunas de estas acciones son: pensar en un
problema analogo y mas sencillo, cambiar datos o las condiciones enunciadas en el problema,
enunciar el problema en forma diferente.

Las estrategias cognitivas son entonces métodos heuristicos tales como: descomponer el problema en
casos especiales, establecer metas parciales, debilitar las hipétesis o condiciones del problema,
preguntarse por casos especiales, entre otras.

Es importante destacar que las diferentes estrategias de resolucion de problemas toman algunas
caracteristicas que resultan ser especificas del tipo de problema que se resuelve y del contexto del
problema en el que se usan. Por ejemplo, una de estas estrategias podria ser utilizar el estudio de casos
especiales para lograr comprender el enunciado del problema. Optar por analizar casos especiales
contribuye a la generacion de conjeturas, aspecto que es considerado de gran importancia para
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desarrollar habilidades de generalizacion.

Cando de resolver problemas de Geometria se trata, resulta conveniente poner atencion en casos
especiales que ofrezcan una complejidad minima. Por ejemplo, pensar primero en poligonos regulares
antes de pensar en una variedad mas amplia de poligonos o considerar casos especiales en los que las
medidas de las figuras estudiadas sean iguales o cumplan cierta condicién, como paso previo del
estudio con medidas arbitrarias.

Por ejemplo, si el problema consistiera encontrar las relaciones geométricas existentes entre el
cuadrilatero o ABCD vy el cuadrilatero interior oMNOP, mostrados en la figura 3(Caja Negra 4),
con el propdésito de determinar la manera como el segundo cuadrildtero se construye a partir del
primero.

o}

Fig. 3 Caja Negra 4

Una estrategia heuristica que se puede poner en accion es la de pensar primero en un caso especial en
el que el cuadrilatero = ABCD sea, por ejemplo un cuadrado, encontrandose en una situacion como la
descrita en la figura 4 , y en la cual el cuadrildtero oMNOP se deforma en un unico punto que
corresponde al centro del cuadrado oABCD . En la figura 5 podemaos visualizar otro caso especial en
el que dos de los lados del cuadrilatero oMNOP se encuentran sobre dos de los lados del cuadrilatero
oABCD.
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Fig. 4. Fig. 5.
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Como solucién al ejercicio planteado en el apartado anterior encontramos que los vértices del
cuadrilatero =MNOP se construyen encontrando los puntos de corte entre las bisectrices de los
angulos interiores del cuadrilatero oABCD .

2.1.1.3. Estrategias metacognitivas.

Las estrategias metacognitivas son habilidades de control que despliega un resolutor de problemas,
con los siguientes propositos:

e Entender el enunciado del problema

e Seleccionar los recursos apropiados

e Seleccionar las estrategias heuristicas mas indicadas para construir la solucion
e Encontrar errores de procedimiento o de definicion.

e Detectar caminos sin salida o sin potencial en el proceso de solucion.

e Saber si un resultado es una solucion pertinente de un problema.

e Buscar caminos alternativos que revistan sencillez o elegancia matematica.

La realizacion de una tarea en matematicas depende no solamente de los recursos disponibles, sino
también de la manera y la eficiencia con que se usen esos conocimientos, es decir, dependen del uso
que se le dé a la informacion potencialmente util que se encuentra a disposicion del resolutor. Las
denominadas estrategias metacognitivas constituyen un monitoreo al proceso y ayudan a tomar
decisiones en momentos claves como: la seleccion de las estrategias o el cambio de direccién, cuando
sea necesario.

Schoenfeld, (1992) reporta que las personas que tienen mucha experiencia en solucion de problemas
matematicos (expertos) dedican practicamente la mitad de tiempo de solucién a entender y buscarle
el sentido al problema. También destaca que estas personas permanentemente estan revisando lo que
estan haciendo y en la parte final verifican la respuesta. Por su parte, los estudiantes no le dedican
tanto tiempo a entender, y mas bien emplean el tiempo en poner en préctica una estrategia de solucion;
estas personas no cambian la estrategia pese a que los resultados que arroje el proceso sean poco
prometedores. A diferencia de los expertos, los estudiantes, en su mayoria, no tienen la costumbre de
revisar las respuestas obtenidas al resolver los problemas en cuanto a su validez y pertinencia en el
contexto del problema.

2.1.1.4. Sistema de creencias.

Todo lo que una persona crea que son las matematicas, o sobre una parte de ellas, afectara su desempefio en la
resolucion de problemas.

Veamos varios ejemplos de sistemas de creencias:

20



Isometrias en el plano con GeoGebra

a. Creencia N°1: “las matematicas son para personas muy inteligentes. Yo no soy inteligente”.
Conclusion: Las matematicas no son para mi.

b. Creencia 2: “El proceso de solucién de un problema de matematicas dura 10 minutos o menos. Llevo
maés de diez minutos en el proceso”. Conclusion: El problema no tiene solucion.

c. Varios estudiantes de los niveles basicos tienen la creencia que, si se tienen dos tridngulos de diferente
tamarfio, entonces el tridngulo mas grande tendré una suma de &ngulos mayor que el otro.

d. Existen personas que creen que, si una propiedad matematica se cumple para pocos casos, también se
cumplird para todos los casos. Es decir que, si se encuentra un patrdn, lo que se puede inducir de alli
es un teorema y no una conjetura.

2.2. TECNOLOGIAS DIGITALES EN EDUCACION MATEMATICA.

2.2.1. Introduccion.

En la actualidad se reconoce que el empleo de diversas herramientas digitales influye de manera
significativa en el desarrollo, comprension y asimilacion de las ideas y conceptos matematicos. Una
de las premisas fundamentales es que el uso de la tecnologia en la practica matematica ha influido en
los métodos y en el tipo de problemas que se investigan y por tal motivo afecta, necesariamente, los
disefios curriculares y los ambientes de aprendizaje (Artigue 2002).

El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM, 2000) propone el principio tecnoldgico
que afirma: “La tecnologia es esencial en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Influye en
las matematicas que se ensefian y ayuda al aprendizaje de los estudiantes” (P30). En la actual era
digital, los estudiantes acceden de manera rapida y eficiente a la informacion y al uso de dispositivos
electronicos como tabletas, celulares y computadores personales que les permiten hacer uso de
innumerables aplicaciones y estar en contacto con comunidades académicas de diversa indole.

Existe, por ejemplo, El Instituto Internacional GeoGebra (11G), entidad sin &nimo de lucro que pone
a disposicion de todo el mundo el software libre de matematicas y geometria dindmica GeoGebra y
una gran cantidad de materiales de apoyo, experiencias y guias de desarrollo tanto para maestros
como para estudiantes, con el &nimo de mejorar nuestra préactica docente. De igual manera fomenta y
promueve la colaboracion entre profesionales e investigadores con el objetivo de establecer
comunidades de conocimiento.

En este proyecto de investigacion se busca promover el uso de GeoGebra porque les permite a los
estudiantes construir, explorar, visualizar y manipular de manera directa figuras geométricas. Un
seguimiento detallado de los cambios que se producen en la transformacién de estos objetos
geométricos puede conducir al estudiante a la busqueda de patrones y la formulacion y verificacion
de conjeturas.

En lo que respecta al caracter dinamico, autores como Arcavi y Hadas (2000) plantean que trabajar
en dichos ambientes dinamicos le permite al estudiante no solo construir y visualizar figuras a partir
de sus propiedades geométricas, sino también “transformarlas™ en tiempo real y aprovechar esta
ventaja para realizar conjeturas acerca de las caracteristicas invariantes y desarrollar ideas intuitivas
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que le permitan construir justificaciones de tipo formal. En este orden de ideas, se puede agregar lo
manifestado por Cassina e Iturbe (2000) que el mismo software permite la validacion inmediata de
los resultados, en el sentido que al variar datos se puede establecer si varian 0 no las condiciones
establecidas.

El mundo de hoy se distingue por la difusion y la apropiacion de la tecnologia en todos los &mbitos
de la vida, asi como por la evolucion de las practicas laborales y ciudadanas, que imponen un
extraordinario dinamismo a la sociedad. En la actual era computacional y de la informacién, los
estudiantes acceden con relativa facilidad al uso de los computadores, calculadoras, tabletas y
celulares con diferentes fines.

El uso de la tecnologia, en actividades de aprendizaje, tiene ya una historia de mas de 40 afios. Sin
embargo, su incorporacion a los sistemas escolares ha sido mucho més reciente y ain més lo han sido
los estudios sobre la evaluacion del impacto, que dan cuenta de los resultados de ese proceso. En la
historia reciente de la Educacion Matematica, se destaca la importancia del empleo de las tecnologias
digitales en el aprendizaje de las matematicas (Ministerio de Educacion Nacional, (1998); Laborde,
(2001); Ministerio de; National Council of Teachers of Mathematics, (2000); Moreno, (2002a);
Benitez, D. (2006); Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura,
(2013); Moreno y Santos, (2016)).

El Ministerio de Educacién Nacional (2013) publica el libro denominado Competencias TIC para el
Desarrollo Profesional Docente, que tiene como objetivo ofrecer pautas, criterios y parametros tanto
para quienes disefian e implementan los programas de formacion de maestros, como para los docentes
y directivos docentes en ejercicio, dispuestos a asumir el reto de hacer uso reflexivo de las TIC en
Educacion.

2.2.2. Mediacion Instrumental.

Toda accion humana es mediada por un instrumento material o simbolico. Por ejemplo, cuando nos
vamos a comunicar usamos el instrumento simbolico que nos provee el lenguaje. Mientras que cuando
nos transportarnos usamos una tecnologia material como un automavil o un avién.

El aprendizaje de las matematicas también esta mediado por instrumentos simbolicos como lo son el
leguaje matematico y las representaciones semioticas. Mientras que utilizamos instrumentos
materiales como el papel, el 1apiz, las escuadras, las reglas, el compas, el libro de texto, el tablero, las
calculadoras, las tabletas o los computadores.

El efecto de usar instrumentos materiales, como los computadores, genera una mediacion que puede
producir dos efectos:

e La amplificacidn cognitiva: con el apoyo de un computador el estudiante puede ver amplificado
los recursos y estrategias para resolver problemas. En este sentido, con la tecnologia el estudiante
puede ver mas respecto a aquello que ve usando medios analogos, por ejemplo.
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e Lareorganizacion: cuando una persona resuelve un problema con lapiz y papel y con tecnologia,
los recursos y estrategias que emplea en ambos casos pueden ser diferentes. En este caso el
estudiante puede ver distinto con la presencia de las tecnologias digitales.

2.2.3. ¢Por qué utilizar GeoGebra en la investigacion?

En la investigacion se promovio el uso de GeoGebra. La utilizacion sistematica de este micro mundo
computacional, les permite a los estudiantes construir, explorar, visualizar y manipular en forma
directa las figuras geométricas. Un seguimiento de los cambios que se producen en la transformacion
de los objetos geométricos, puede conducir a la bisqueda de patrones y a la construccion de
conjeturas.

El empleo del software GeoGebra permitio a los estudiantes la transformacién, en tiempo real, de los
objetos geométricos, de modo que después de hacer una construccion es posible mover libremente
ciertos componentes de la misma y observar como se van transformando en otros, mientras que los
elementos libres se mueven en el dominio en el cual existen. Lo anterior permite al estudiante
entender que el software mantiene todas las relaciones que fueron especificadas como atributos
esenciales de la construccion original. EI hecho de que nuestros estudiantes puedan identificarlas
mediante la exploracion constituye una posibilidad Gnica, ofrecida por la mediacién computacional,
y constituye un elemento fundamental para desarrollar en ellos habilidades para la solucion de
problemas.

Algunas caracteristicas tomadas en cuenta para usar GeoGebra en la presente investigacion, son las
siguientes:

e El micro mundo GeoGebra permite hacer construcciones con regla y compas que son necesarias
en el curso en el cual se insertd la investigacion.

e GeoGebra permite estudiar la deformacion continua de una construccion geométrica, o el lugar
geomeétrico de un cierto objeto, mientras que otros se transforman de una manera continua.

e EIl software puede ayudar a los estudiantes a explorar, visualizar, medir, arrastrar, buscar
invariantes, formular conjeturas y a darle seguimiento a cada una de estas estrategias.

e Posibilita un acercamiento grafico a la solucion de problemas geométricos.

e Facilita el empleo de diferentes registros de representacion (grafico, verbales, tabular y
algebraico).

e La aproximacién geométrica puede ser importante para relacionar la solucion de un problema
con diferentes lineas de contenido de la geometria (triangulos, sistema de coordenadas
cartesianas, las secciones conicas, la ecuacion cuadrética y las funciones trigonometricas), con
temas propios del calculo (variacion, limite, derivada, maximos y minimos, tendencias, razon de
cambio, etc.).

e Con el uso de GeoGebra se pueden explorar Cajas Negras. El profesor entrega al estudiante un
archivo de cual el estudiante no tiene conocimiento sobre la manera como fue construido. Sin
usar la tecla de ocultar/mostrar, el estudiante arrastra, mide, visualiza, busca propiedades y

23



Isometrias en el plano con GeoGebra

formula regularidades que le permiten construir conjeturas con el proposito de develar el paso a
paso que siguio el profesor o disefiador de la Caja Negra.

e La formulacion del paso a paso para rehacer la construccion que contiene la caja negra permite
desarrollar en los estudiantes tanto habilidades de pensamiento sistémico como comunicativas
relacionadas con la lecto-escritura cuando se le pide a los estudiantes hacer la transposicion del
medio digital al medio anélogo.

2.3.  USO DE MULTIPLES REPRESENTACIONES.

Para el desarrollo y analisis de lo propuesto en este trabajo de investigacion es necesario considerar lo que
propone Duval (1995), quien plantea que un sistema semidtico de representacion es caracterizado como un
sistema de representacion, si permite las siguientes actividades cognitivas:

e La presencia de una representacion identificable. A través de cualquiera de sus representaciones, el
estudiante debe identificar de qué objeto se trata. Por ejemplo, si dibujamos un poligono, el estudiante debe

identificar qué tipo de poligono es y como se llama. Si se escribe L||M , debe entender que se trata de dos
rectas paralelas.

¢ El tratamiento de una representacién. Lo que hace referencia a las transformaciones de la representacién
dentro del mismo registro. Ejemplos de tratamientos geométricos son los trazos con regla y compas y las
transformaciones elementales del plano.

e La conversidn de una representacion. Hace referencia a las transformaciones de una representacion en
otra representacion de otro registro, en la que se conserva la totalidad o parte del significado de la
representacion inicial. Por ejemplo, dada una definicion de una isometria en lenguaje natural, se puede
hacer una representacion grafica de ella.

2.4. ISOMETRIAS EN EL PLANO

El estudio de las transformaciones en el plano, y en especial el de las isometrias, permite el desarrollo
de habilidades y competencias importantes para la interaccion con el mundo fisico y la conexién de
las matematicas, y mas especificamente de la geometria, con la cultura, el arte y el disefio. Desde la
antigliedad, muchas culturas lograron desarrollar habilidades para el uso de diversas figuras
geométricas y sus transformaciones en el disefio de elementos decorativos, artisticos vy
arquitectonicos.

Las transformaciones en el plano se estudian por primera vez en el Libro | de los Elementos de
Euclides, donde son descritas como el resultado del desplazamiento y la superposicion de figuras,
pero sin llegar a realizar una formalizacion matematica del concepto. Para Moriena (2006) “tales
desplazamientos no se consideran como transformaciones, es decir, no existe un concepto claro de
transformacion, sino el de una simple correspondencia entre figuras por medio de la superposicion,
dando por hecho la igualdad de las figuras”. Ya en el renacimiento la preocupacion por la descripcion
de los objetos tridimensionales y el manejo de la luz y la sombra ocupd de manera natural a los artistas
y pintores de la época. Aparecen en escena grandes artistas del renacimiento con una gran habilidad
e interés por el estudio de la geometria como Filippo Brunelleschi (1377-1446), Leonardo Da Vinci
(1452- 1519) y Albert Durero, quién hizo aportes teoricos para el desarrollo de técnicas de pintura 'y

e
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perspectiva (Klein, p 314). Hacia finales del siglo XIX con los avances tedricos en geometria se hace
necesaria la caracterizacion y clasificacion de las propiedades que resultaban invariantes y las
trasformaciones que estaban asociadas a esa invarianza; es alli donde nace la nocioén de grupo
desarrollada por Evariste Galois (1811- 1832).

Las transformaciones en el plano o isometrias se conciben como movimientos que producen cambios
en la posicion de las figuras geométricas a las que se le aplican, pero sin producir alteraciones en su
forma ni en su tamafo.

A continuacion, presentaré formalmente el concepto de isometria del plano (R?), que son el objeto
de estudio en la secuencia didactica implementada en la investigacion. Para este desarrollo teérico he
tomado como referencia el libro Simmetries de D. L Johonson (2001) y las Notas de Clase para el
curso de Matematicas para el Disefio de Yaker y Martinez (2007).

Definicion 1. Una métrica o distancia en un conjunto X es una aplicacion d: X x X — R para la
cual se verifican las siguientes propiedades:

a. d (X, y) >0 VX, y e X, presentandose la igualdad siy solosi X=Y.
b. Propiedad simétrica: d(x,y)=d(y,x),vx,y e X.
c. Desigualdad Triangular: d(x,y)+d(y,z)>d(x,z),¥x,y,zeX.

Al par (X ,d ) que denotaré simplemente por X se le denomina espacio métrico.

Definicion 2. Una isometria, en un espacio métrico, es una funcion biyectiva u: X — X que
preserva la distancia, esto es, se satisface que:

d(u(x),u(y))zd(x,y),w,yeX.

Al conjunto de todas las isometrias del espacio métrico (X : d)se denota como Isom(X : d)

A continuacion se presenta una descripcion de las isometrias del plano Euclideo (RZ) denotadas

como Isom(Rz,d), donde d representa la métrica usual de R?.

Definicion 3. Una traslacion 7 en direccion al vector a=(a,,a,) de R?, es una aplicacion que, a
cada punto P(Xl,Xz)e]Rz, en coordenadas rectangulares, le hace corresponder el punto

P'=7.(P) donde P'(x,+a, %, +8&,), esdecir, 7.:R* >R, (x,% ) (X +a,X,+a,)
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.‘T

Fig. 6. Traslacion en direccion al vector u

Una propiedad fundamental de la traslacion es que se considera una isometria directa en el sentido
que conserva el sentido en el plano.

Reordemos que si para cualquier triangulo AABC los vértices del triangulo imagen AA'B'C’,
obtinido a tarvés de la aplicacion de una transformacion en el plano, estan organizados en el mismo
sentido (horario o antihorario) en el que se organizan los vértices del triangulo original, entonces la
transformacion se denomina directa. En caso contrario, se denomina inversa.

Definicion 4. Una simetria axial , o reflexion, respecto a una recta fija ¢  IR?, es una aplicacién
que a cada punto P e R?, le hace corresponder un Unico punto P'= r[(P) e R? que cumple la

propiedad de ser el simétrico del punto P respecto a la recta (

Fig. 7. Simetria axial del punto P respecto ala recta L
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En el caso de la simetria axial tenemos que es, a diferencia de la traslacion, una isometria inversa,
dado que cambia el sentido en el plano, como se puede observar en la siguiente grafica para la simetria
axial del triangulo A ABC respecto a la recta (.

E

a

Fig. 8. Simetria axial del triangulo A ABC respecto a la recta (

Definicién 5. Un giro o rotacién ;/(O,a) de centro O y amplitud R, médulo 27, es una

aplicacién que a cada punto P € R? le hace corresponder un Gnico punto P'<R* tal que OP =OP'
y £XPOP'=¢«, como se indica en la siguiente figura.

Figura 9. Rotacion del punto P con centro O y angulo «

Al igual de la traslacidn, el giro o rotacion es una isometria directa, como se puede ver en la gréafica
siguiente en la que se muestra la rotacion con centro en el punto O y un angulo « =180° aplicada el
triangulo AABC .
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Fig. 10. Rotacion del triangulo A ABC

Definicion 6. Una simetria central, C(O), de centro O, es una aplicacion que a cada punto P € R?

le hace corresponder un Gnico punto P'e R? tal que O es el punto medio del segmento PP, como
se muestra en la siguiente figura:

o
P

Fig. 11. Simetria central del punto P y centro O.

Para la simetria central tenemos, como propiedades importantes, que es una tranformacién directa
(mantiene el sentido), corresponde a una rotacién de 180 grados con centro en el punto O y no
cambia la amplitud de los angulos, ni el area de los poligonos, ni la longitud de los segmentos.

Fig. 12. Simetria Central del triangulo A ABC con centroen O
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3. DISENO METODOLOGICO

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se hace una descripcion del tipo de investigacion realizado, su mitologia y las
diferentes fases tenidas en cuenta para su desarrollo. También se expone la metodologia utilizada para
el analisis de los resultados obtenidos y se hace una descripcion detallada tanto de los sujetos que
hicieron parte de la investigacion como de los materiales e instrumentos que fueron utilizados para la
recoleccion y analisis de los datos y la informacion recogida, a partir de los cuales se puede dar
respuesta a la pregunta de investigacion planteada y dar cuenta de los objetivos propuestos en la
investigacion.

3.2. TIPODE ESTUDIO

Retomando la definicion que del concepto de investigacion da Roberto Hernandez Sampieri y al que
se refiere como “un conjunto de procesos sistematicos, criticos y empiricos que se aplican al estudio
de un fenémeno o problema” (2010), y teniendo en cuenta que existen diferentes tipos de
investigacion, se propuso para el desarrollo del presente proyecto de investigacion un tipo de enfoque
mixto.

Es mixta en el sentido que los procesos de investigacion que se usaron para su desarrollo implicaron
la recoleccidn y andlisis de datos, tanto de tipo cuantitativo como cualitativo que permitieron dar
respuesta a la pregunta de investigacion a partir de la interpretacion y analisis de las producciones
escritas de los estudiantes que participaron de la intervencion de aula.

3.2.1. ANALISIS CUALITATIVO

El enfoque cualitativo se basa en métodos de recoleccién de datos no estandarizados ni
predeterminados que pretenden obtener las perspectivas y puntos de vista de los participantes. En este
caso estaba interesado en obtener informacion acerca de las estrategias heuristicas usadas por los
estudiantes del curso de matematicas para el disefio, en la solucién de problemas geométricos, asi
como en sus sistemas de creencias, sus estrategias de control y sus habilidades en el uso del software
GeoGebra, como instrumento de mediacion computacional.

Segun Sampieri (2010), los propdsitos del analisis cualitativo son, a grandes rasgos, los de explorar
los datos, categorizarlos, hacer una descripcion de las experiencias de los participantes, reconstruir
hechos, descubrir categorias y patrones que estén presentes en ellos, con la idea de interpretarlos,
darles sentido y explicarlos en funcion del planteamiento del problema.

Desde este enfoque cualitativo, se analizaron las hojas de trabajo buscando darles valor a sus
reflexiones, a las estrategias de resolucion de problemas utilizadas, a su sistema de creencias y las
estrategias de control propias de los estudiantes que participaron de la investigacion.
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Este analisis se hizo a partir de la lectura detallada de sus producciones escritas presentes tanto en las
pruebas diagndsticas de entrada y de salida como en las hojas de trabajo que orientaron la intervencion
didactica. También se comentan algunas de las intervenciones de los estudiantes durante las etapas
de exploracion y desarrollo de las cajas negras, asi como las que se dieron en el proceso de
socializacion.

Para el andlisis de los manuscritos generados por los estudiantes, se hizo especial énfasis tanto en la
etapa exploratoria como el proceso de formulacion de los protocolos de construccidn, esto con la
intencion de determinar las herramientas cognitivas empleadas por ellos para descifrar la caja negra,
pero también, para documentar las diferentes estrategias de construccion de isometrias en el plano
que proponen los estudiantes y que resultan ser diferentes a la construcciones tipicas conocidas.

3.2.2. ANALISIS CUANTITATIVO

Para el analisis cuantitativo se analizd el desempefio de los estudiantes tanto en las pruebas
diagndstica y de salida, como en las hojas de trabajo aplicadas durante la intervencion didactica. Se
uso el software Excel para procesar la informacion con el fin de cuantificar porcentualmente dicho
desempefio en cada una de las preguntas que hacian parte de las pruebas y de las hojas de trabajo.

El anélisis estadistico implico el uso de estadistica inferencia haciendo uso del programa Minitab y
las pruebas estadisticas de Bonnet y Leven para analizar los datos tanto por grupos como por
programa académico.

3.3. SUJETOS PARTICIPANTES DE LA INVESTIGACION

La propuesta didactica se desarrollé en la Universidad Icesi, cuyo campus esta ubicado en la Calle 18
N° 122-135 Pance, de la ciudad de Santiago de Cali, Colombia.

La Universidad Icesi es una institucién educativa de educacion superior cuyo proyecto educativo
institucional se estructura alrededor de tres grandes ejes: el macro curricular, en el cual se discute qué
son las areas de desarrollo humano, las capacidades y las competencias con las que nos
comprometemos como institucién educativa, el meso curricular, que presenta las lineas de formacién
y los programas transversales que hacen posible, en la préactica, trabajar por competencias, y el micro
curricular, que describe el aprendizaje activo como la pedagogia constructivista que rige los procesos
de ensefianza y aprendizaje.

El modelo de aprendizaje activo implica el desarrollo y la implementacion de estrategias de aula que
promuevan el uso de ambientes de aprendizaje retadores para los estudiantes y que logren promover
en ellos el desarrollo de competencias y la consolidacion autbnoma del saber. Segun nuestra propuesta
pedagdgica, lo anterior se logra bajo la orientacion de un docente que en sus acciones supera la mera
instruccion y se sitla como un guia que invita y acompafia al estudiante a pensar por si mismo y a
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aprender a aprender. Un docente que busca recursos y propone intervenciones didécticas que hagan
del aprendizaje de las matemaéticas una tarea agradable y con sentido para el estudiante (PEI, 2017).

Los sujetos que participaron de la investigacion fueron los estudiantes de los programas académicos
de Disefio Industrial (DI) y Disefio de Medios Interactivos (DMI) matriculados en el curso de
Matematicas para el Disefio durante el segundo semestre académico del afio 2018.

Para ese periodo académico del 2018 se matricularon en el curso 56 estudiantes. De ellos cancelaron
cuatro estudiantes, y dos no fueron tenidos en cuenta para la investigacion por su baja asistencia a las
actividades propuestas. Por tanto, se tomé una muestra de 50 estudiantes, de los cuales 27 eran de
sexo femenino y 23 de sexo masculino. Ademas, 22 estudiantes eran del programa académico de
disefio industrial y 28 del programa académico de disefio de medios interactivos.

DISTRIBUCION POR SEXO DISTRIBUCION POR PROGRAMA
ACADEMICO

B hombres M mujeres = Disefo Industrial = Disefio de medios interactivos

Fig. 13. Porcentajes de distribucion de los sujetos de la investigacion por sexo y carrera.

Vale la pena aclarar que de los 50 estudiantes cuyas producciones se analizaron para el desarrollo de
la investigacion no todos presentaron las pruebas diagnostica y de salida y otros tantos faltaron a las
actividades con las hojas de trabajo. EI nimero de participantes por cada una de las actividades es
descrito detalladamente en el capitulo cuatro, donde se desarrolla el andlisis de cada una de las
actividades desarrolladas a lo largo de la intervencion didactica.
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3.4. FASES DE DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

En la figura 14 se detallan las seis fases que conforman el presente trabajo de investigacion y que
seran detalladas a lo largo de la presente seccion.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

|
Recoleccion Lre s
de Analisis

informacién \

Induccion a
GeoGebra

I

Validacion

1. Revision por parte de

1.Presentacion del
Software GeoGebra.

expertos. 1. Aplicacion de la

prueba diagnéstica.

1. Analisis cualitativo

P (et & T e 2. Talleres de manejo.

2. Ajustes y redisefio.

2. Analisis cuantitativo.

2. Eleccion de GeoGebra. Aplicacién de las

hojas de trabajo

3. Cajas Negras.

3. Procesos centrales del
pensameinto matematico.

3. Aplicacion de la
prueba de salida

4.Estrategia de caja negra.

J

Fig. 14. Fases del estudio (elaboracion propia)

3.4.1. FASE DE DISENO

En la fase de disefio de la intervencion didactica se pueden considerar varias subetapas que se
consideraron para el planteamiento de las actividades y en el disefio de los instrumentos que se iban
a aplicar durante la investigacion.

34.1.1. ELECCION DEL TEMA

Mi experiencia, de mas de once afios, en la ensefianza del curso de Matematicas para el Disefio me
permite considerar el tema de las transformaciones en el plano (isometrias en el plano) como un tema
ideal para el desarrollo de la presente investigacion. Si bien es cierto que este tema se aborda desde
los primeros afios de escolaridad en el sistema educativo colombiano, como se puede leer en el
documento Estandares Béasicos de Competencias en Matematicas del Ministerio de Educacion
Nacional (2003), dadas las caracteristicas de las carreras de disefio industrial y disefio de medios
interactivos a las que se dirige el curso, su ensefianza ha sido considerada como fundamental para el
desarrollo de competencias geometricas.
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La experiencia me ha permitido detectar que a pesar de que el tema esta considerado en los estandares
basicos de competencias en lo referente al pensamiento espacial y sistemas geométricos, la realidad
es que la mayoria de los estudiantes del curso poco o nada conocen al respecto. Por ejemplo, en la
pagina 82 del documento Estandares Basicos de Competencias en Matematicas se puede leer que,
para los grados cuarto a quinto, se pretende que los estudiantes “Conjeturen y verifiquen los resultados
de aplicar transformaciones a figuras en el plano para construir disefios ”, mientras que para los grados sexto
a séptimo los estandares proponen que los estudiantes “Predigan y comparen los resultados de aplicar
transformaciones rigidas (traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y reducciones)
sobre figuras bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte.”

Por tanto, y dada la importancia de las isometrias en el plano para los estudiantes de disefio industrial,
en lo que respecta al disefio de estructuras modulares, y en el disefio de video juegos y animaciones
en dos y tres dimensiones, para los estudiantes de disefio de medios interactivos, decidi realizar mi
intervencion didéctica en torno al tema de las isometrias en el plano, mas alla de que es un tema
prerrequisito para el estudio de la nocién de simetria y el disefio de teselados y frisos en el plano y
que corresponden a la tercera unidad del curso de matematicas para el disefio.

3.4.1.2. DISENO DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA Y LAS HOJAS DE TRABAJO

El disefio de la prueba diagnoéstica tuvo como referente central los resultados histéricos alcanzados
por los estudiantes en el tema de las isometrias en el plano. Dentro de la malla curricular de la carrera
de disefio industrial se encuentra un curso previo al curso de matematicas para el disefio llamado
Geometria Descriptiva, y en el cual se abordan conceptos geométricos. Este curso no lo toman los
estudiantes de disefio de medios interactivos y por tal motivo se hace evidente la falta de
fundamentacion, de una buena parte de los estudiantes de este programa, en el uso de instrumentos
de dibujo, construcciones basicas con regla y compas y nociones geométricas fundamentales.

La idea de la prueba diagnoéstica era poder determinar el nivel de formacion con el que llegan los
estudiantes al curso de matematicas para el disefio, en lo que respecta a algunos conceptos
geométricos relacionados con las isometrias en el plano. El proposito de la prueba fue el de indagar
sobre las nociones fundamentales de paralelismo y perpendicularidad de lineas rectas, sobre las
isometrias en plano en cuanto a su definicién, elementos caracteristicos y propiedades fundamentales.
De igual manera se pretendia indagar sobre algunas construcciones basicas con regla'y compas y la
habilidad de los estudiantes para encontrar regularidades y definir estrategias de construccion. A
partir de lo encontrado en la prueba diagndstica se procedio al disefio de las tres hojas de trabajo sobre
isometrias (simetria axial, simetria central y traslacion) y de las actividades de caja negra disefiadas,
como archivos digitales de GeoGebra (diez en total), y que fueron utilizadas tanto en la fase de
fundamentacion sobre el uso del software GeoGebra, como en la fase de intervencion didactica
propiamente dicha.
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Finalmente, se disefia la prueba de salida, teniendo como referentes lo indagado en la prueba
diagndstica y las actividades planteadas en las hojas de trabajo. Para esta prueba de salida se plantean
un total de doce preguntas, de las cuales un total de cuatro también hicieron parte de la prueba
diagnostica. Los cuestionarios de las pruebas diagnoéstica y de salida pueden ser consultadas en el
Anexo 1y Anexo 5, respectivamente.

3.4.13. SELECCION DE ACTIVIDADES Y EJERCICIOS

Se disefiaron diez cajas negras como archivos digitales de GeoGebra, de las cuales las primeras cinco
se usaron en la etapa de fundamentacién y uso de la herramienta computacional y las otras cinco en
la implementacion de las tres hojas de trabajo. Los archivos fueron compartidos con los estudiantes
a través de la plataforma Moodle y las hojas de trabajo fueron entregadas fisicamente para su
diligenciamiento.

Las actividades disefiadas tenian el interés de explorar y desarrollar en los estudiantes procesos
centrales del pensamiento matematico, en el sentido que lo expresa Schoenfeld (1992), y para quien
pensar matematicamente consiste en:

a. Investigar posibles soluciones, y no solo en memorizar procedimientos.
b. Explorar patrones y regularidades, y no en el simple uso de férmulas.
c. Formular conjeturas e hipétesis, y no solo dedicarse a la solucion rutinaria de ejercicios.

En este sentido uso como referente tedrico lo propuesto por Schonfeld, quien considera que los cuatro
rasgos fundamentales que caracterizan el pensamiento matematico son: el dominio de conocimientos
0 uso de recursos, los métodos heuristicos, las estrategias de control y el sistema de creencias.

Si bien es cierto que algunos los elementos mencionados anteriormente estan intimamente
relacionados con la l6gica y la heuristica, también aparecen, en la propuesta de Shonfeld, elementos
propios de la subjetividad del individuo como el sistema de creencias, y que, sin lugar a dudas,
constituye una herramienta fundamental y de gran valor en el proceso de solucion de problemas.

3.4.2. FASE DE VALIDACION

Una vez disefiados los instrumentos que se aplicarian a lo largo de la intervencion didactica y que en
esencia son: el cuestionario de prueba diagndstica, que constaba de diez preguntas, y las tres hojas de
trabajo: la hoja de trabajo N° 1 para simetria axial, la hoja de trabajo N°2 para la simetria central y la
hoja de trabajo N° 3 para la traslacion fueron puestas a consideracidn, para su proceso de validacion,
del doctor David Benitez, experto en educacion matematica y director del presente trabajo de
investigacion.
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Los instrumentos también fueron valorados por el profesor Henry Arley Taquez, quien se desempefia
como coordinador de los procesos de ensefianza y Tic en el Centro de Recursos para el Aprendizaje
(CREA), organismos adscrito a la Escuela de Ciencias de la Educacion, de la Universidad Icesi. Fue
el profesor Taquez quien hizo algunas recomendaciones sobre la estructura de la prueba diagndéstica
y los objetivos de ella y las hojas de trabajo.

A partir de las recomendaciones de los expertos se procedio a realizar los ajustes necesarios de dichos
insumos para poder compartirlos con los estudiantes.

3.4.3. FASE DE INDUCCION AL SOFTWARE GEOGEBRA

Esta fase del proceso de investigacion en realidad se desarrolla desde la primera semana de clase del
curso. Si bien es cierto que los temas considerados en la intervencion didactica corresponden, como
se indicd anteriormente, al segundo corte del curso, el uso de GeoGebra se implementa desde las
primeras sesiones de clase del curso.

La primera unidad del curso corresponde a los fundamentos de Geometria Analitica y vectorial. En
ella se estudian las nociones de recta numérica y plano cartesiano y se plantea y resuelve el problema
de division de un segmento en una razon dada. Este problema se estudia en una y dos dimensiones y
se hace especial énfasis en la division aurea de un segmento.

Dada la importancia de este problema para las carreras de disefio, su estudio se aborda haciendo uso
del software GeoGebra porque facilita la visualizacion y la practica de las construcciones basicas,
con regla 'y compas, de un punto que divide a un segmento en razon aurea y de rectangulos &ureos.
Es esta primera unidad, los estudiantes conocen la interfaz del programa, aprenden a crear, abrir y
guardar archivos de GeoGebra, a reconocer las herramientas basicas con las que cuenta el programa,
a cambiar atributos como el color, el tamafio y el etiquetado de objetos, entre otras habilidades.

Es importante resaltar que durante esta primera unidad los estudiantes aprenden a generar nuevas
herramientas mediante el disefio de macros que reproducen las construcciones béasicas asociadas al
problema de division de un segmento en una razon dada y en razon aurea, y hacen su primera entrega
a través de la plataforma Moodle de un archivo en GeoGebra con el disefio de una herramienta que
dibuja un rectangulo aureo de base dada y otra que divide un segmento en razon aurea.

En el desarrollo de esta primera unidad también se usa GeoGebra para trabajar con la nocion de
vector. Los estudiantes aprenden a medir angulos, magnitudes, a verificar igualdad de vectores y a
realizar operaciones con vectores desde el punto de vista grafico.
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Este trabajo inicial desarrollado con el software durante la primera unidad del curso se usa durante el
desarrollo de la segunda unidad de curso, en la cual se estudian algunas de las construcciones
elementales con regla y compas (mediatriz de un segmento, paralela a una recta dada por un punto
exterior a ella, entre otras) y el concepto de transformaciones en el plano con el estudio de las
isometrias del plano: la traslacion, la simetria axial, la simetria central y la rotacion.

El uso del software en esta unidad se fundamenté en la aplicacion de actividades de trabajo en clase,
individuales y grupales, basadas en la estrategia de caja negra, mencionada anteriormente. La idea
consistié en que los estudiantes exploraran un total de cinco cajas negras y dos actividades taller en
las que se les plantearon ejercicios de exploracion, de diferente nivel y que consideraban conceptos
geométricos variados. Por ejemplo, en la caja negra 1 se explora el concepto de mediatriz de un
segmento, mientras que en la caja negra 4 se exploran relaciones en un paralelogramo a partir del
trazado de las bisectrices de sus angulos internos.

€77 CAJA NEGRA 1.ggb - o X ¥ CAJANEGRA 4.9gb - [m] hs

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

A HEE N

YL iAac

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

DR S EE N

YL iAo

A
L

a=2

222l

A
3
v

a=2
|

b
T

Entrada| | ® Entrada|

Fig.15. Ejemplos de cajas negras 1y 4 usadas en la fase de induccién.

3.4.4. FASE DE RECOLECCION DE INFORMACION

La fase de recoleccion de informacion se llevo a cabo, como se mencion0 antes, en el marco del curso
de Matematicas para el Disefio, ofrecido por el Departamento de Matematicas y Estadistica de la
Universidad Icesi, para los programas de Disefio Industrial y Disefio de Medios Interactivos.

La fase de recoleccion de datos se llevo a cabo, en los dos grupos que tuve a cargo durante el semestre,
durante las sesiones de clase, y las fuentes fueron, fundamentalmente, los siguientes instrumentos:

1. La prueba diagnostica.
2. Eldesarrollo de tres hojas de trabajo sobre: la simetria axial, la simetria central y la traslacion.
3. Laprueba de salida.
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Los resultados obtenidos a través de estos instrumentos son analizados en el capitulo 4 del presente
trabajo.

3.4.5. FASE DE ANALISIS DE RESULTADOS

La fase de analisis, que se presenta en el capitulo siguiente, se desarroll6 a partir del analisis de las
producciones escritas de los estudiantes y de su interaccion con las cajas negras. Este andlisis se
desarrolla desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo y teniendo encuentra los referentes
tedricos propuestos en los capitulos 1y 2 del presente documento.

Dicho analisis me permitio dar respuesta a la pregunta de investigacion, como también evaluar el
impacto que tuvieron las actividades propuestas durante la implementacién en los procesos de
aprendizaje, por parte de los estudiantes, de las isometrias en el plano mediadas por el uso de la
tecnologia, particularmente el software de Geometria dindmica GeoGebra.

Para el analisis cuantitativo se revisaron las pruebas de diagnostico y de salida y se tabularon los
resultados haciendo uso de Excel. Después se hizo el analisis estadistico de estos resultados usando
el software Minitab.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se realiza el andlisis de los datos obtenidos tanto en la prueba diagndstica como en
las tres hojas de trabajo aplicadas durante la propuesta didactica. El analisis comprende un estudio
cuantitativo y otro cualitativo, considerados fundamentales y complementarios para lograr evaluar el
progreso de los estudiantes del curso de matematicas para el disefio semestre 2018-2, en la
Universidad Icesi.

La informacidn presentada en el presente capitulo se hara de la siguiente manera: En la primera parte
se presentaran los resultados obtenidos en la prueba diagnostica, haciendo un andlisis de la hallado
por grupos y por carrera. Seguidamente se presentard el analisis de cada una de las tres hojas de
trabajo desarrolladas por los estudiantes a lo largo de la secuencia didactica, mostrando evidencias de
algunos manuscritos que dan cuenta de los tipos de razonamientos, las heuristicas, las estrategias de
control y los sistemas de creencias mas representativos. Este analisis implica la reconstruccion, en
GeoGebra, de lo realizado en la etapa de exploracién, asi como de los pasos que los estudiantes
siguieron para realizar la reconstruccion de cada una de las cajas negras presentadas.

Finalmente, se realiza un analisis comparativo de la encuesta diagnéstica y cada hoja de trabajo, a
fin de presentar una idea clara del impacto de la propuesta.

4.1. ANALISIS DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA Y LA PRUEBA DE SALIDA

En este andlisis hago una descripcién cualitativa y cuantitativa de los resultados obtenidos por los
estudiantes del curso tanto en la prueba diagndstica como en la prueba de salida, que fue aplicada
después de la intervencion didactica realizada con las hojas de trabajo bajo la dindmica de Caja Negra
y con la mediacion computacional de GeoGebra.

4.1.1. OBJETIVO Y DESCRIPCION DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA

La prueba diagnoéstica estd compuesta por un total de 10 preguntas (Ver Anexo 1). Cada una de estas
preguntas buscaba indagar por el conocimiento que tenian, en su momento, los estudiantes
matriculados en el curso de matematicas para el disefio sobre conceptos basicos de Geometria y que
estan estrechamente relacionados con el concepto de isometrias en el plano.

Los propdsitos de cada una de las preguntas se pueden organizar de la siguiente manera:

a. Indagar sobre su sistema de creencias: preguntas 1, 2 y 4.

b. Indagar sobre sus habilidades para realizar construcciones geométricas con regla y compas,
detectar heuristicas y estrategias de solucién de problemas: preguntas 3,7 y 8.

c. Indagar sobre elementos, propiedades y caracteristicas de las isometrias en el plano: preguntas
5,6,7,8,9y 10.
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Es importante aclarar que la clasificacion anterior no es restrictiva, debido a que algunas preguntas
se pueden agrupar en dos 0 mas de los propositos descritos.

4.1.2. CONDICIONES DE APLICACION

La prueba diagndstica se aplica al inicio de la segunda unidad de estudio del curso de Matemaéticas
para el disefio. En esta unidad se presentan algunas construcciones basicas con regla'y compas y se
estudian las trasformaciones en el plano: simetria axial (reflexidn), simetria central y traslacion.
Aunque el programa del curso considera el estudio de la rotacion y de la homotecia, estas dos
transformaciones no fueron incluidas en el presente estudio; la primera por asuntos de tiempo y la
segunda por no tratarse, en términos generales de una isometria (no lo es cuando el factor de
homotecia k = +1).

Para dar respuesta a la prueba cada estudiante contd con una copia analoga del cuestionario y un tipo
total de 90 minutos para su desarrollo. La prueba diagnoéstica fue presentada por 46 estudiantes de un
total de cincuenta (50) que hicieron parte del proceso de intervencion didactica. No presentaron esta
prueba los estudiantes E24, E34, E42 y E47. La prueba de salida fue presentada por 28 estudiantes.

4.1.3. ANALISIS CUALITATIVO

Para el procesamiento de la informacion recogida en las pruebas aplicadas se definié una escala de
valoracion para cada una de las preguntas, en términos de las habilidades y capacidades sobre las que
se querian indagar. Esta escala de valoracion es descrita, para la prueba diagnoéstica, en la tabla
siguiente:

N° DE ESCALA DE DESCRIPCION
PREGUNTA VALORACION
0 El estudiante no tiene conocimiento del concepto 0 no contesta.

El estudiante muestra dominio de algunos recursos tedricos relacionados con

Pregunta 1 1 el concepto que le permiten aproximarse a la definicion.
2 El estudiante define correctamente el concepto.
0 El estudiante manifiesta no saber realizar la construccion.
Pregunta 2 _ __ _ _
1 El estudiante manifiesta saber realizar la construccion.

El estudiante no hace la descripcién ni la construccién o son totalmente
0 equivocadas.

1 Faltan elementos en la construccién propuesta por el estudiante, pero su
descripcidn del procedimiento es correcta.
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Pregunta 3 2 La construccion propuesta por el estudiante es correcta, pero falta precision
en la descripcidn del procedimiento.
3 Faltan elementos tanto en la construccién como en la descripcion propuestas
por el estudiante.
4 La construccion y la descripcion propuestas son correctas.
0 El estudiante no tiene conocimiento de las propiedades de la transformacién.
El estudiante muestra dominio de algunos recursos tedricos relacionados con
1 las propiedades de la transformacion que le permiten hacer una descripcion
aproximada.
Pregunta 4
2 El estudiante describe correctamente las propiedades de la transformacion.
0 La respuesta seleccionada por el estudiante es incorrecta.
Preguntas - -
5.1,5.2,6y 10 1 La respuesta seleccionada por el estudiante es correcta.
El estudiante no hace la descripcion ni la construccién o son totalmente
0 equivocadas.
Faltan elementos en la construccién propuesta por el estudiante, pero su
1 descripcion del procedimiento es correcta.
Preguntas 7y 8
La construccion propuesta por el estudiante es correcta, pero falta precision
2 en la descripcidn del procedimiento.
La construccion propuesta por el estudiante es correcta, pero falta precision
3 en la descripcion del procedimiento.
4 La construccion y la descripcion propuestas son correctas.
Hay error en la reflexién de la exclamacion jPAZ!, o en la palabra o en los
Pregunta 9 0 signos de admiracion o en ambos en una 0 mas de las direcciones.
1 La reflexion de la exclamacion jPAZ! es correcta en todas las direcciones.

Tabla 1. Descriptores de valoracion para las pruebas diagnostica y de salida.

Para la prueba de salida se formularon un total de 12 preguntas y la escala de valoracion planteada
para su calificacion fue practicamente la misma de la prueba diagnéstica. En la pregunta 9 de la
prueba de salida (ver Anexo 5) se le pide a los estudiantes identificar la isometria que se le ha aplicado
al triangulo ~ABC para obtener el triangulo imagen AA'B'C', encontrar los elementos que la definen
y explicar el protocolo de construccion. Para esta pregunta se definid la escala de valoracion que se
muestra en la tabla siguiente:
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N° ESCALA DE DESCRIPCION
DE PREGUNTA VALORACION

No reconoce la isometria aplicada y no hace la descripcion del
0 proceso de construccion.

Reconoce la isometria aplicada y sus elementos, pero no
Pregunta 9 1 realiza la descripcion del proceso usado o es equivocado.

Identifica la isometria aplicada y sus elementos y realiza una
2 descripcidn correcta de los pasos realizados para hallarlos.

Tabla 2. Escala de valoracion para la pregunta 9 de la prueba de salida.
Los resultados obtenidos a partir de esta clasificacion muestran los siguientes aspectos:

1. En la pregunta 1 se encuentra que la mayoria de los estudiantes cuentan con recursos
intuitivos e informales acerca de las nociones de paralelismo y perpendicularidad de lineas
rectas, pero no respecto a las nociones de rotacion, traslacion y simetria. Esta falta de recursos
conceptuales sobre las definiciones formales y las propiedades geométricas de las isometrias
del plano se hace maés evidente en la pregunta 4, en la cual la mayoria de los estudiantes
clasifican en la categoria cero (0), con porcentajes que oscilan entre el 72% y el 90% de los
estudiantes ubicados en ella.

Para la pregunta 1 presento como ejemplo el manuscrito del estudiante E21. En su respuesta
el estudiante expresa que para la simetria central “sucede lo mismo que en la simetria axial”,
es decir, esta realizando un proceso de generalizacion con la diferencia de que en este caso
deberia haber dos ejes de simetria.

Transformaciones Descripeién de propiedades
en el plano
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Traslacion

Simetria axial
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Fig. 16. Manuscrito del estudiante E21

2. Parala pregunta 2 se encuentra que un alto porcentaje de los estudiantes manifiesta no tener
habilidad para la construccién de simetrias axiales, simetrias centrales y ni rotaciones de
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poligonos, haciendo uso de regla y compas. Por ejemplo, para el grupo 1, el 84% de los
estudiantes manifiesta no saber realizar una simetria axial, mientras que en el grupo 3 lo hace
el 95% de los estudiantes. Lo anterior refleja que un alto porcentaje de los estudiantes
manifiestan no contar con los recursos procedimentales necesarios para realizar isometrias en
el plano. Ante esta situacion el uso de medios computacionales para estudiar las
construcciones elementales mediante el uso del Software GeoGebra resulta muy pertinente.

3. En la pregunta 3 encuentro que el 88% de los estudiantes del grupo 1 y el 57% de los
estudiantes del grupo 3 se ubican en las categorias 2 y 3 descritas en la tabla anterior. Esto
significa que, para ambos grupos, se presentan dificultades en la realizacion de la construccion
geométrica. Estas dificultades se relacionan con el uso de los instrumentos de dibujo para el
trazado de arcos de circunferencia. También se encuentran dificultades en el uso de un
lenguaje matematico adecuado para describir la secuencia de pasos realizados, que incluya
nociones geométricas de paralelismo y perpendicularidad de lineas rectas. En esta pregunta,
el 12% de los estudiantes del grupo 1 no responden o lo hace de forma equivocada, mientras
que para el grupo 3 este porcentaje es del 33%.

En el manuscrito del estudiante E33, que se presenta en la Fig. 17 se puede notar que, a pesar
de contar con recursos procedimentales para el trazado de mediatrices y arcos de
circunferencias, hay ausencia de estrategias de control que le permitan detectar, por ejemplo,
gue con su construccion no genera un cuadrado, sino un rectangulo.
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Fig. 17. Manuscrito del estudiante E33

En la respuesta dada a la pregunta 3 por el estudiante E36 se puede ver que carece de recursos
procedimentales para hacer construcciones con regla y compas, como lo propone el enunciado de la
pregunta. En su lugar, el estudiante decide hacer uso de las escuadras de 60° y 45° para realizar el
trazado de rectas perpendiculares al segmento dado y poder construir el cuadrado solicitado. Se puede
ver también que el estudiante implementa una estrategia de control que consiste en medir con el

e
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compas la longitud del segmento AB y de esa manera garantiza que su construccion, efectivamente,
genera un cuadrado.
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Fig. 18. Manuscrito de E36

4. En las preguntas 7 y 8 se les solicita encontrar el centro de una simetria central (pregunta 7)
y el eje de simetria de una simetria axial (pregunta 8). Se evidencia, en algunos casos, la
ausencia de estrategias heuristicas que les permita encontrar estos elementos caracteristicos
de esas isometrias. De otro lado, como se puede leer en el manuscrito de la estudiante E40, la
ausencia de estrategias de control no le permite darse cuenta que la situacion planteada
corresponde a una simetria central, mientras que en su argumentacion indica que se trata de
una reflexion y que el centro de simetria es “el vector C ”, cuando en realidad este es uno de
los vértices del triangulo original.

7. Al triangulo aABC de la figura se le aplico una simetria central y se obtuvo como imagen
el tridngulo a~A'B'C'. Encuentre el centro de simetrfa y describa el procedimiento

utilizado.
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Fig. 19. Manuscrito del estudiante E40.
4.1.4. ANALISIS CUANTITATIVO DE LAS PRUEBAS DIAGNOSTICA Y DE
SALIDA.

Resulta importante mencionar que, dadas las caracteristicas de estos dos programas académicos y las
altas demandas de actividades en el taller de disefio, para los estudiantes de disefio industrial, y las

e
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salas de programacion, para los estudiantes de disefio de medios interactivos, la prueba de entrada fue
presentada Unicamente por 46 de los 50 estudiantes que estuvieron matriculados en el curso. La
prueba de salida solo la presentaron 40 estudiantes, entonces para el analisis comparativo de ambas
pruebas solo se tuvo en cuenta un total de 38 estudiantes que fueron los que presentaron ambas
pruebas.

Después de haber aplicado la prueba diagnostica y haber desarrollado las actividades con las hojas de
trabajo, se encuentra que los promedios obtenidos por los estudiantes en la prueba de salida mejoran
considerablemente en comparacion con los obtenidos en la prueba diagnéstica. Este avance en el
desempefio de los estudiantes se puede ver en el siguiente grafico comparativo por programa
academico.

Promedios obtenidos en la prueba diagnostica y en la
prueba de salida por programa académico

4,00

3,50

3,00 2,42
2,50 212
2,00
1,50
1,00
0,50
0,00

3,38 3.36

Disefio Industrizl Disefio de Medios

m Prucha Disgndstica  m Prueba de Salida

Fig. 20. Promedios por carrera para la prueba diagnostica.

Con el animo de verificar estadisticamente estas diferencias de promedios, que indican claramente un
avance en el desempefio de los estudiantes, se hace un analisis estadistico de los datos obtenidos,
usando el programa Minitab.

Se aplica una prueba T para muestras pareadas con un nivel de confiabilidad del 95%. Se usa este
tipo de prueba estadistica porque contamos con datos relacionados de los mismos individuos que han
sido tomados en tiempos diferentes.

El anélisis se hizo sobre la diferencia entre la prueba de salida y la prueba diagndstica. Se realiz6 por
totales, por grupos y por programa académico, encontrandose que en los tres casos la diferencia
siempre resulta ser positiva, lo que indica que el desempefio de los estudiantes fue mejor en la prueba
de salida que en la prueba diagnostica.

Este analisis estadistico confirma que la intervencion de aula realizada a través de las hojas trabajo y
la mediacion tecnologica con el uso GeoGebra logré movilizar el aprendizaje de las isometrias del
plano, sus caracteristicas y propiedades, en los estudiantes del curso de matematicas para el disefio.
A continuacion, se presentan los resultados del analisis estadistico realizado en cada uno de los tres
casos:
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1. PRUEBA T PAREADA: ANALISIS POR PROGRAMA ACADEMICO.

Disefo Industrial

Estadisticas descriptivas

Error

estandar

dela

Muestra N Media Desv.Est. media

Dl-salida 17 3,380 0414 0,100
Dl-diagn 17 2424 0,717 0,174

Estimacion de la diferencia pareada

Error
estandar Limite inferior
dela 95% parala

Media Desv.Est. media diferencia_p

0,956 0,804 0,195 0,615

diferencio_: media de (Dl-salida - DI-diagn)

Prueba
Hipotesis nula  He: diferencia_p =0
Hipotesis alterna Ha: diferencia_u > 0

Valor T Valor p
490 0,000

Grafica de caja de Diferencias
(con Ho e intervalo de confianza t de 95% para la media)

-05

Diferencias
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Disefio de Medios Interactivos

Estadisticas descriptivas

Error

estandar

dela

Muestra N Media Desv.Est. media

DMI-salida 21 3,362 0,595 0,130
DMl-diagn 21 2,120 0,969 0,211

Estimacion de la diferencia pareada

Error
estandar Limite inferior
dela 95% parala

Media Desv.Est. media diferencia_p

1,242 1,124 0,245 0819

diferencio_w: media de (DMl-salida - DMI-diagn)

Prueba
Hipotesis nula  He: diferencia_p =0
Hipdtesis alterna Hi: diferencia_u > 0

Valor T Valor p
507 0,000

Gréfica de caja de Diferencias
(con Ho e intervalo de confianza t de 95% para la media)

Diferencias
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2. PRUEBA T PAREADA: ANALISIS POR GRUPOS.

GRUPO 1 GRUPO 3
Estadisticas descriptivas Estadisticas descriptivas
Error Error
estandar estandar
dela dela

Muestra N Media DeswEst.  media
G1-zalida 20 3271 0,367 0127
Gl-diagn 200 2417 0.951 0213

Muestra N Media Desv.Est. media
G3-salida 18 3480 0,441 0,104
G3-diagn 18 2,077 0,751 0,177

Estimacién de la diferencia pareada Estimacién de la diferencia pareada

Error
estandar Limite inferior
dela 95% parala
Media Desv.Est.  media diferencia_p

0,855 1,143 0255 413

Error
estandar Limite inferior
dela 95%parala
Media Desv.Est. media diferencia_p

1403 0,717 0,169 1,109

diferencio_: media de (G 1-salida - G1-aiagn) diferencio_w media de (G3-salids - G3-diagn)

Prueba Prueba

Hipotesziz nula  He: diferencia_p =0
Hipotesis alterna Hi: diferencia_p > 0
Valor T Valor p

Hipotesis nula  He: diferencia_p =0

Hipdtesis alterna Hi: diferencia_u > 0

Valor T Valor p
A
334 0002 830 0,000
Gréfica de caja de Diferencias Grafica de caja de Diferencias
(con Ho e intervalo de confianza t de 95% para la media) {con Ho e intervalo de confianza t de 95% para la media)
@ X & ¥
Ho Ho
2 3 0 1 2 3 s 00 05 10 15 20 25
Diferencias Diferendias
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3. PRUEBA T PAREADA: ANALISIS POR TOTALES.

Esta prueba nos muestra, con un 95% de confiabilidad, que la diferencia entre la prueba de salida y
la prueba diagnostica, por totales es positiva, lo que significa que, en general, la intervencion didactica
generd un avance significativo en el nivel de conceptualizacion de las construcciones con regla y
compas Y las isometrias del plano.

Estadisticas descriptivas Estimacion de la diferencia pareada
Error Error
estandar estandar Limite inferior
dela dela 95% parala
Muestra N Media Desv.Est. media M-]e-]d:? Des;.;;t). moefﬁ'? d'fere";':;t'
salida 38 337 0,515 0,084 S =2 : 43
diagnostica 38 2,256 0,868 0,141 diferencio_u: media de (salida - diagnostica)

Grafica de caja de Diferencias
(con Ho e intervalo de confianza t de 95% para la media)

Prueba

Hipdtesis nula  He: diferencia_p =0

Hipdtesis alterna Hy: diferencia_u > 0
Valor T Valor p
6,93 0,000

EX)

-2 -1 o 1 2 3 a
Diferencias

Después de haber realizado la implementacién de la propuesta de trabajo, de los momentos de
socializacion y formalizacion se puede notar que los estudiantes comienzan a manifestar sus ideas
acerca de las isometrias del plano con un lenguaje matematico mas acorde al contexto. Después de
tener un alto porcentaje de estudiantes que manifestaban no tener conocimiento de las propiedades y
los elementos caracteristicos de estas isometrias y que oscilaban entre en el 72% y el 90%, en la
prueba de salida disminuye al 20%, para el grupo 1, y al 5% para el grupo 3.

Un ejemplo de avance es el caso de la estudiante E37, quien mostro un bajo desemperio en la pregunta
4 de la prueba diagnostica. EI manuscrito siguiente, que corresponde a la misma estudiante, si bien
es cierto, no muestra dominio sobre las propiedades de las isometrias del plano, si muestra un avance
importante en la descripcion de los elementos caracteristicos de las isometrias del plano que fueron
estudiadas durante la intervencion.
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Transformaciones Descripcién de propiedades
en el plano
—Debe tener un centro de Yotacion
Rotacién - Debe Zenet uvn dngule pata rotar
- Jectot con el cual tyasladat
Traslacion
— Debe tener un gje de symetr(a (recta )
Simetria axial
—TDebe Yenet vn punte a parder del cval
Simetria central 3¢ hatd Yoo Swmetria

Fig. 21. Manuscrito de la estudiante E37 — Pregunta 4 de la prueba de salida

En cuanto a la descripcidn de procesos para hallar centros de simetria y ejes de simetria (preguntas 9

y 10), el manuscrito del estudiante E45, muestra bastante dominio de las construcciones con regla y
compas y una mayor fluidez para describir el proceso utilizado.

10.

Al tridngulo aABC de la figura se le aplica una
simetria axial (reflexion) respecto a una linea recta £ y
se obtiene el poligono a4'B'C' . Encucntre el gje de
simetria y describa el procedimiento utilizado.

Descripcién: o, Horun lag SCSI [2a" 241218
APy Se  encenie <l
G s Jeygmentos. Ecas

v }f&‘fMaﬂ e/

respechves en
pqn}a recdio e

fn._:n 05 rneelior
It e SneHia

EB\

ge e 1

Fig. 22. Manuscrito del estudiante E45
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4.2. ANALISIS DE LAS HOJAS DE TRABAJO

Las tres hojas de trabajo empleadas en la investigacion (ver Anexos 2, 3y 4) que fueron analizadas
en este apartado (constan de los mismos cuatro objetivos de aprendizaje que se enuncian a
continuacion.

e Diferenciar, en una construccién dada, los puntos que tiene libre desplazamiento de aquellos que
no lo tienen.

e Reconocer, en una construccion dada, los elementos dados y los elementos obtenidos mediante
construccion.

e Usar las herramientas de GeoGebra para medir longitudes, angulos y determinar relaciones de
tipo geomeétrico entre los elementos de una construccion dada.

e Encontrar y enunciar la secuencia de pasos que se deben seguir para realizar la construccién
geométrica dada.

e [dentificar el tipo de transformacién en el plano que corresponde a cada construccion, sus
elementos y propiedades.

Es importante aclarar que, aunque los objetivos planteados son los mismos para las tres hojas de
trabajo, cada una de ellas trata de una isometria en el plano diferente. La primera hoja de trabajo se
ocupa de la simetria axial, la segunda de la simetria central y la tercera de la traslacién. Para el
estudio de cada una de estas transformaciones se disefiaron, haciendo uso del Software de geometria
dinamica GeoGebra, construcciones bajo el enfoque de cajas negras.

Es a partir de la interaccién con las cajas negras que los estudiantes, mediante el uso de estrategias
heuristicas como la visualizacion, la particularizacion, el arrastre y la medicion de angulos, longitudes
y areas, logran encontrar regularidades, reconocer propiedades geomeétricas y establecer relaciones
entre los elementos geométricos que constituyen cada una de las cajas negras.

Finalmente, esta etapa de exploracion conduce a determinar el tipo de isometria considerada en el
disefio, en la formalizacién de sus propiedades y elementos fundamentales, asi como en la
formulaciéon de un protocolo de construccion, a manera de pasos secuenciales, que les permita
reconstruir cada una de las construcciones.

En la hoja de trabajo N°1 los estudiantes desarrollan las actividades 1y 2, realizando la exploracion
de las cajas negras 6 y 7. En la hoja de trabajo N°2 se desarrolla la actividad 3 planeada en la caja
negra 8 y, finalmente, en la hoja de trabajo N°3 se les plantea la actividad 4, que considera la
exploracion de la caja negra 9. Las hojas de trabajo pueden consultarse en los Anexos 2, 3y 4.

Para las tres hojas de trabajo se aplicaron pruebas estadisticas para comparacion de varianzas y de
promedios. Para ello se usé el software Minitab y se aplicaron los métodos de Bonnet y Leven,
encontrando, con un nivel de confiabilidad del 95%, que las muestras de cada hoja tienen varianzas
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iguales y que al hacer el analisis por diferencia de promedios correspondiente no se encuentran
diferencias significativas en el desempefio de los estudiantes, ni por carrera, ni por grupos.

Lo anterior significa que en todas las hojas de trabajo los estudiantes estan asimilando de la misma

manera la intervencion realizada.

4.2.1. ANALISIS DE LA HOJA DE TRABAJO 1: SIMETRIA AXIAL

Como se menciono en el parrafo anterior, la hoja de trabajo 1 se desarrolla a partir de la exploracién
de las cajas negras 6 y 7. Con ambas cajas su pretende enfrentar a los estudiantes a la transformaciéon
geométrica conocida como simetria axial (reflexion en una recta).

4.2.1.1. DESCRIPCION DE LA HOJA DE TRABAJO

La actividad 1 se refiere a la caja negra 6, que consta de una linea recta L y dos puntos del plano
P y P', donde el punto P' es la imagen del punto P a través de una simetria axial respecto a la
linearecta L . Se debe resaltar que los estudiantes reciben un archivo en calidad de caja negra, esto
es, reciben la construccion hecha en un archivo digital en formato GeoGebra y la tarea consiste en
visualizar, arrastrar, medir, encontrar invariantes para develar el paso a paso de la construccion.
Mientras que la actividad 2 esta referida a la caja negra 7 y en ella se les presenta unarecta L y
los triangulos AABC y AA'B'C’, para los cuales se cumple que el segundo triangulo es la simetria
axial del primero respecto a dicha recta.
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A 3 b. u&aﬂ BEw A o a2 Bl
'u//p/ﬁa | O] e [N | [ e ./ I O el NN 0 %
T ac J ] L] e W St ) Y Yy
4
TLiac~
L
P
®
4 4
o
®
Emrada‘ | @ Entrada:‘ ‘ @

Fig. 23. Caja Negra 6 — Actividad 1 Fig. 24. Caja Negra 6-Actividad 2
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4.2.1.2. CONDICIONES DE APLICACION

La hoja de trabajo N°1 fue desarrollada por 48 estudiantes matriculados en el curso de Matematicas
para el Disefio, semestre 2018-2. De estos 48 estudiantes 23 eran de sexo masculino y 25 de sexo
femenino. Un total de 26 estudiantes pertenecian al programa académico de disefio de medios
interactivos (DMI) y 22 al programa académico de disefio industrial (DI).

El tiempo de aplicacion de la hoja de trabajo fue de dos horas de clase (120 minutos) y la idea era
hacer un trabajo individual. Aqui aparece la primera dificultad y es que a pesar de que se les habia
pedido asistir a clase con su computador portéatil, muchos de ellos no lo tienen disponible y deben
trabajar en parejas y algunos hacer uso de la aplicacion de GeoGebra en su teléfono celular. A pesar
de esta situacion, los estudiantes desarrollan la hoja de trabajo de manera individual y escriben sus
conclusiones en el documento que se les entrega para tal efecto.

A medida que los estudiantes van explorando las cajas el profesor pasa por sus estaciones de trabajo
para aclarar situaciones que asi lo ameriten. Dentro las situaciones mas frecuentes estan las de la
descarga inicial de los archivos de GeoGebra y su apertura en el portétil o teléfono celular. Los
estudiantes muestran bastante destreza en el manejo de las herramientas basicas que ofrece el software
como medir angulos, distancias e indagar por relaciones entre objetos de la construccion. También
muestran destreza y una inusual tendencia de hacer uso de la herramienta circunferencia en la mayoria
de las construcciones dadas.

Cuarenta minutos antes de finalizar la actividad de clase se inicia el proceso de socializacion grupal.
Los estudiantes tienen la oportunidad de manifestar las dificultades que surgieron durante el proceso,
asi como las conclusiones a las que llegaron a partir de la exploracion de la construccion.

4.2.1.3.  ANALISIS CUANTITATIVO

La hoja de trabajo N°1 consta de dos actividades en las que se plantean dos ejercicios de exploracién
que lleven a los estudiantes a concluir que la transformacion presentada es una simetria axial. La
primera actividad se plantea para la simetria axial del punto P respecto a la linea recta L. En la
segunda actividad se busca generalizar nocion de simetria axial a un poligono, en este caso un
triangulo (AABC). A la actividad 1 se le otorga un valor del 60% y a la actividad 2, por tratarse de
una generalizacidn, se le otorga un valor del 40% de la nota.

El 97.9% de los estudiantes aprueba la hoja de trabajo y sélo un estudiante (E43), que corresponde al
2.1% obtiene una nota no aprobatoria.
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La nota promedio general de la prueba fue de 4.5 (en la escala de 0 a 5). Haciendo distincion por
programa académico se encuentra que los estudiantes de DI obtuvieron un promedio de 4.4, frente
a un promedio de 4.6 de los estudiantes de DMI.

Respecto a los resultados por pregunta se tiene que son las preguntas 4.1 y 4.2 las que presentan
menor desempefio, con notas de 0.9 y 0.85 sobre una ponderacién 1.0 dada a esas preguntas. En estas
preguntas los estudiantes obtienen resultados por debajo de su ponderacion debido a los errores
comunicativos que se presentan y que son en términos generales los siguientes:

e Definir el punto P' o el triangulo AA'B'C' como objetos dados en la construccion.

e No hacen claridad acerca de que las rectas perpendiculares al eje de simetria L se deben
trazar por los vértices del triangulo y no por “cualquier punto del tridngulo™.

¢ No tener clara la diferencia entre segmento y recta.

e Tener laidea errénea de que el punto P es perpendicular a la linea recta L .

La nota promedio general de la pregunta 3 en ambas actividades es de 1.35 (en una escala de 0 a 5)
sobre un valor de 1.5 dado a esa pregunta. Estas preguntas son especialmente importantes porque son
aquellas donde los estudiantes ponen en accion la etapa exploratoria de la caja negra. La mayoria de
los problemas se relacién con aspectos comunicativos relacionados con nociones de la geometria
elemental como lo son: segmento, recta, paralelismo y perpendicularidad. El uso de la herramienta
relacion que ofrece el software GeoGebra no es muy generalizado por parte de los estudiantes,
Ilevandolos, como se vera en el apartado siguiente, a cometer errores de percepcion, en sus conjeturas,
respecto a las posiciones relativas de los elementos geométricos que hacen parte de la construccion.
Lo anterior evidencia poco desarrollo de las estrategias de control.

Los siguientes son los resultados de obtenidos en el andlisis estadistico:

1. Diferencia de promedios por carrera, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

g+t desviacion estandar de DI

gz desviacidn estandar de DMI

Relacion: ooz

Los métodos de Bonett v Levens son validos para cualguier distribucion continua.

Prueba
Cipatesic nuls Het 0/ 05 o Estadisticas descriptivas
e IC de 95%
Ve S manene = R Variable M Desv.Est. Varianza para ¢
Estadistica
Método de prueba GL1 GL2 Valor p Ci 22 0728 0,527 (0,083; 4,059)
Bonett * 0,347 DMl 26 03va 0,143 (0,084: 0,371)

Levens 033 1 46 0568

e
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Prueba e IC para dos varianzas: DI; DMI
Relacion = 1 ws. Relacién # 1

IC de 95% para o”(DI) / o*(DMI)

Bonett-

Prucba de Bonett

Malor p 0,347
Prucha de Levene
0,568

Vialarp

4 ] 2

IC de 95% para o®

DH

DM

1 i

Grafica de caja de DI; DMI

DH

DM

Meétodo

Estadisticas descriptivas

pat media de DI Estéi:;::
pz: media de DMI
Diferencias p - dela
: FHiT e Muestra M Media Desv.Est.  media
Se presupuso igualdad 42 variohzas para 2ste ardiisis, L1 22 £407 0728 015
Dl 26 4842 0378 0,074
Estimacion de la diferencia Prueba
IC de 95% Hipotesis nula  Het pa-pz =10
DesviEst.  parala Hipdtesis alterna He - pz = 0
Diferencia agrupada diferencia Valor T GL Valor p
-0.236 0,564 (-0,565: 0,083) -144 46 0158
Grafica de caja de DI; DMI
5 | |
R
I
4
8
33
2
1
DI DMI
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2. Diferencia de promedios por grupos, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

ay: desviacion estandar de GRUPO 1
Tz desviacian estandar de GRUPO 2

Relacion: o.fo:

Los métadas de Bonetty Levene son validos para cualguier distribucion continua,

Estadisticas descriptivas

Variable N Desv.Est. Varianza

IC de 95%
para g°

GRUPO 1 24
GRUPO 3 24

Prueba

Hipétesis nula Heior /02" =1
Hipotesis alterna Hitos® /02" 2 1
Nivel de significancia o = 0,05

0,363 0,132 (0,059; 0,249) Estadistica

0,729 0,531 (0,091; 3,667) Método de prueba GL1 GL2 Valor p
Bonett 098 1 0,322
Levene 052 1 46 476

Bonett

GRUPO1

GRUPO 3

GRUPO1

GRUPO 3

Prueba e IC para dos varianzas: GRUPO 1; GRUPO 3

Relacién = 1 vs. Relacién # 1
IC de 95% para o*(GRUPO 1) / o*(GRUPO 3)

Prueba de Bonett

oo

30 45 60

Valorp 0322
Prucba de Levene

Valorp 0476
15

IC de 95% para o°
—
0 1 2 3 4
Gréfica de caja de GRUPO 1; GRUPO 3
¥ —
# —-
2 3 4 H
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Método

pa: media de GRUPO 1
y=: media de GRUPQ 3
Diferencia: ps - pz

Estadisticas descriptivas

Error

estandar

dela

Muestra N Media Desv.Est. media

Se presupuso igualdad de varianzas para este andlisis. GRUPO 124 4572 0,363 0,074

GRUPO 3 24 24497 0,729 0,15

Estimacion de la diferencia Prueba
IC de 95% Hipétesisnula  Heipy-pz =0
- _ Desv.Est. para ]a_ Hipétesis alterna He: py - p2 20
Diferencia agrupada diferencia valor T GL Valor p

0,075 0,576 (-0,259; 0,410)

045 46 0,653

Datos

Grafica de caja de GRUPO 1; GRUPO 3
| |
*
+
GRUPO 1 GRUPO 3
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4.2.1.4. ANALISIS CUALITATIVO

Como se menciond anteriormente, el desarrollo de la hoja de trabajo se hizo de manera individual y
las producciones escritas de los estudiantes son el insumo para el desarrollo de la presente seccién. A
continuacidn, se presentaran algunos ejemplos de las producciones de los estudiantes que dan cuenta
del uso de diversas estrategias heuristicas utilizadas, recursos, creencias y estrategias de control.

Ejemplo 1: la estudiante E7 usa como estrategia heuristica el medir. Para ello hace uso de las
herramientas de medida que le ofrece GeoGebra y logra comprobar, mediante la medicion del angulo
entre ellas, que las rectas PP* y L son perpendiculares. De igual manera mide las distancias entre
los puntos P y P’ respecto al punto de interseccion de dichas rectas, encontrando que son iguales y
se mantienen asi a pesar de que los puntos cambien de posicion. Lo anterior lo verifica a través de la
prueba de arrastre que permite el software, propiedad de invarianza esta, que sin lugar a dudas no
seria sencillo de determinar en una construccion con lapiz y papel.

3. Realiza frazos auxiliares {segmentos, rectas), mide angulas y distancias. Indaga sebire relaciones entre
objetos y determina cémo s construye la figura de [a Caja 8. A continuacién, describe los trazos auxiiares,
las medidas que hiciste y las propiedades que encontraste. ' '

Qlogone - TICAG Ong,  feda e pese poi P o P
onteseceon ove reda L1 eda pp LS midis el Sngolo
(’JiQUO\ eyde qo* \lo L indice 0@ & ety Son p@]p@(\d‘,-
WIGtes ‘ ‘ o

.50 ndi6 16 disonda d P0Gl punds e inderecicn
Go loy mismeo Y MORA GRG0 &) enamey o soee

1) 91\‘;“(:030 umdt\wﬂfeff’ﬂciq GO CoMv {6 €0 1\@{\#{3\33&% 40

o 3©

fon P04

Fig. 25. Manuscrito del estudiante E7

Es justamente la prueba de arrastre citada anteriormente la que le permite al estudiante E8 usar la
estrategia heuristica de particularizar, encontrando, como como lo manifiesta en su manuscrito, un
caso en el que el punto P y el punto P' coinciden en el plano. Esta situacion pudo haber sido
aprovechada por el estudiante como una estrategia de control para entender lo que sucede con la
simetria axial de un punto cuando éste esta ubicado sobre el eje de simetria, pero desafortunadamente
no hace mas exploraciones ni comentarios al respecto.
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Fig. 26. Manuscrito del estudiante E8.

Ejemplo 2: En la fase de exploracion de la caja negra 6, la estudiante E27 utiliza la estrategia
heuristica de realizar trazos auxiliares y medidas similares a las siguientes:

Fig. 27. Reconstruccion de los trazos y medidas realizadas por la estudiante E27

A partir de esta exploracion, el estudiante logra determinar las distancias de CP y CP', pero no
consigue reconocer que estos segmentos son radios de la misma circunferencia y que por tanto son
congruentes. Al no usar este recurso, tuvo que utilizar la estrategia heuristica de medir y lleg6 a
concluir que estas distancias eran iguales. También midi6 angulos como xPCQ, £QCP'Yy xPQC.

Logra concluir que el &ngulo xPQC es de 90°.

Existen dos elementos importantes en la exploracion: (i) el trazo de la circunferencia con centro en
un punto arbitrario C sobre la recta dada y (ii) la relacién de perpendicularidad entre las rectas.
Después de este proceso realiza la descripcion paso a paso para construir la simetria axial y cuyo
manuscrito se muestra a continuacion.
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Listado de objetos dados

De acuerdo a lo que has explorado hasta el momento, completa la siguiente tabla

Listado de pasos para  hacer la construccion
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Fig. 28. Manuscrito de la Estudiante E27 para construir la simetria Axial

Como se puede leer en punto 2 del manuscrito anterior, el estudiante E27 indica que el centro de la
circunferencia a trazar podria ser cualquier punto de la recta, siempre que dicha circunferencia pase
por el punto P . De este asunto también se da cuenta el estudiante E9, cuyo aporte es comentado en

el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3: en sus pasos de construccion, el estudiante E9 propone construir una circunferencia con
centro en un punto C, arbitrario, sobre la recta L . Posteriormente, trazar una linea recta que pase
por el punto P y que sea perpendicular a la recta L,y encontrar el punto de interseccion de dicha
perpendicular y la circunferencia, que sera el punto P' buscado. Lo interesante de su construccion es
la libertad que se tiene sobre la ubicacidn del centro de la circunferenciaen larecta L, encontrandose
que no necesariamente deberia ser el punto de interseccion de la perpendicular a L que pasa por el
punto P, como lo considera la construccion estandar. En la siguiente grafica se muestra la
construccidn propuesta por E9 para tres centros diferentes, ubicados de manera arbitraria sobre la
recta L, notandose que la ubicacion del punto P' no depende del centro que se elija.
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Fig. 29. Manuscrito de construccion E9
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En la siguiente figura se muestra la reconstruccion del protocolo de construccion propuesto por E9,
donde se muestran tres posibles circunferencias, todas pasando por el punto P, pero con centros
diferentes, y las cuales permiten encontrar el punto P'

Fig. 30. Construccion propuesta por el estudiante E9

Ejemplo 4: En el caso del estudiante E32, su fase exploratoria consiste en usar la estrategia heuristica
de arrastre, toma de medidas, particularizacion y visualizacion. Las usa para concluir que los puntos
P y P' se mueven generando un efecto de “espejo” respecto a larecta L, que la perpendicularidad
entre los segmentos PP’y AB se mantiene sin importar la posicion del punto Py, finalmente, que
las distancias de los puntos P y P' alos puntos A y B seran siempre iguales, lo que indica que
los triangulos AAPB y ~AP'B son isdsceles.

Fig. 31. Reconstruccion de los trazos y medidas del estudiante E32

Para generar la construccion de la simetria axial del punto P respecto a la recta L, E32 usa como
referencia los puntos Ay B, que son los que definen el eje de simetria L . Seguidamente, construye
dos circunferencias con centros en los puntos A y B que pasan por el punto P (esta condicién no
se hace explicita en el texto generado en su fase exploratoria, pero si cuando enuncia los pasos para

59



Isometrias en el plano con GeoGebra

realizar la construccion). Finalmente encuentra los puntos de corte de las dos circunferencias, uno de
los cuales corresponde al punto P y el otro al punto P'. Para terminar, propone trazar la linea recta
PP, manifestando, como se puede leer en su manuscrito, que esta recta es el segmento PP".

Resulta importante aclarar que en esta construccion la recta PP no corresponde a la mediatriz del
segmento AB Yy que del discurso de E32 se puede inferir que para él no esté clara la diferencia entre
las nociones de recta y segmento.
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Fig. 32. Manuscrito del estudiante E32 para construir la simetria Axial

A partir de los pasos descritos en el manuscrito anterior por el estudiante E32 se hace la siguiente
reconstruccion de usando el software GeoGebra.

Fig. 33. Reconstruccion de la construccion propuesta por el estudiante E32
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4.2.2. ANALISIS DE LA HOJA DE TRABAJO N°2: SIMETRIA CENTRAL

La hoja de trabajo N°2 se desarrolla a partir de la exploracion de la caja negra 8. En esta caja se
pretende enfrentar a los estudiantes a la transformacién geométrica conocida como simetria central

(reflexion respecto a un punto).

4.2.2.1. DESCRIPCION DE LA HOJA DE TRABAJO

La actividad 3 propuesta en la hoja de trabajo N°2 esté referida a la caja negra 8 y en ella se les
presentan el punto O y los triangulos AABC y AA'B'C", para los cuales se cumple que el segundo
triangulo es la simetria central del primero respecto al punto O, conocido como centro de simetria.
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Fig. 34. Caja Negra 8

4.2.2.2. CONDICIONES DE APLICACION

La hoja de trabajo N°2 fue desarrollada por 48 estudiantes matriculados en el curso de Matematicas
para el Disefio, semestre 2018-2. De estos 48 estudiantes 22 eran de sexo masculino y 26 de sexo
femenino. Un total de 26 estudiantes pertenecian al programa académico de disefio de medios
interactivos (DMI) y 22 al programa académico de disefio industrial (D).

Al igual gque la hoja de trabajo N°1, el tiempo de aplicacion de la hoja de trabajo fue de dos horas de
clase (120 minutos) y se desarrolla de forma individual. Los estudiantes escriben sus conclusiones en
el documento que se les entrega para tal efecto.
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Cuarenta minutos antes de finalizar la actividad de clase se inicia el proceso de socializacion grupal.
Los estudiantes tienen la oportunidad de manifestar las dificultades que surgieron durante el proceso,
asi como las conclusiones a las que llegaron a partir de la exploracion de la construccion. La sesion
de trabajo termina con la formalizacion del concepto de simetria central, sus elementos caracteristicos
y sus propiedades.

4.2.2.3. ANALISIS CUANTITATIVO

La hoja de trabajo N°2 consta de una actividad en la que se plantea un ejercicio de exploracion que
lleve a los estudiantes a concluir que la transformacion aplicada al triangulo A ABC para obtener
como imagen el triangulo AA'B'C" consiste en una simetria central respecto al punto O

El 91.7% de los estudiantes aprueba la hoja de trabajo y solo cuatro estudiantes (E11, E24, E30 y
E39), que corresponde al 8.3% obtiene una nota no aprobatoria. La nota promedio general de la hoja
de trabajo fue de 4.5. Por programa académico, se encuentra que los estudiantes de DI obtuvieron un
promedio de 4.4, frente a un promedio de 4.6 de los estudiantes de DMI.

Los siguientes son los resultados de obtenidos en el andlisis estadistico:

1. diferencia de promedios por carrera, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

o4 desviacion esténdar de DI

oz desviacion esténdar de DMI

Relacion: oy/o:

Los métodos de Bonett y Levene son validos para cualquier distribucidn continua.

Estadisticas descriptivas Rt
Hipdtesis nula He o' /os' =
IC de 95% Hipétesis alterna  Hitoi® /02" 2 1
Variable N Desv.Est. Varianza para ¢° Birvel de 5‘59’;“‘;?:?’5 e=00
stadistica
DI 22 0;76—’5- D,.5335 (0,2-15,2 1,903} Método de prueba GL1 GL2 Valor p
DMI 26 0,594 0,353 (0,097: 1,507) Bonett " 0527
Levene 116 1 46 0288

Prueba e IC para dos varianzas: DI; DMI
Relacién = 1vs. Relacién # 1

IC de 95% para o*(DI) / o*(DMI)

Bonet]  w— Prucha de Bonett
i  Neep om7 |

Vierp 0388

[ @ 1o " £

IC de 95% para o*

de ds 10 15 20
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Método

Hat media de DI
Uz media de DMI
Diferencia: ps - pz

Se presupuso igualdad de varianzas para este analisis.

Estadisticas descriptivas

Error
estandar
dela

Muestra N Media Desv.Est.  media

32 4338 0.764 018

DMI 26 4608 0,504 0,12

Prueba

Hipdtesis nula  Hetpa-pz =0
Hipdtesis alterna Hitpa - pz 20
Valor T GL Valor p

-1,28 48 0,173

45

40

Datos
w
n

Gréafica de caja de DI; DMI

a 4 -

| s

‘ «

£33

DI oM

2. Diferencia de promedios por grupos, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

gq: desviacidn estandar de Grupol
gz desviacidn estandar de Grupo3
Relacion: o./a:

Los métodos de Bonett y Levens son validos para cualquier distribucion continua,

Prueba
Estadisticas descriptivas Hipétesis nula Mot 0 f 0 = 1
IC de 95% Hipdtesis alterna Hio St 2 1
Variable N Desv.Est. Varianza para o° Mivel de significancia o = 0,05
Grupol 24 0606 0367 (0,109 1,4568) o Zstﬂdist'l‘;a |
Grupo? 24 0765 0,585 (0,207: 1,958) Método de prueba GLT GL2 Valor p
Bonett 034 1 0,581
Levens 0,31 1 46 0583
Prueba e IC para dos varianzas: Grupol; Grupo3
Relacién = 1vs. Relacién # 1
I!Cdzgs%galau’(ﬁmgcﬂ)fu‘ po3)
Bonett: , }»’N!ﬁ:dlluﬂﬂ;{
: Vilorp 0361
Lerene | :
[ : 2 i 4 5 6 L
IC de 95% para o”
Grupa!
a0 ds 10 1 2o
Gréfica de caja de Grupol; Grupo3
Grupat * ¥ —— —T—]
Grupod * o H * —
20 25 10 a5 40 45 50
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Estadisticas descriptivas

Método Error

estandar
pat media de Grupol dela
pz media de Grupo3 Muestra N Media Desv.Est.  media

Diferencia: ps - pz Grupol 24 4,521 0,606 0,12

3 4 AA
Se presupuro igualdad ds variahzaz pora este andlisis, Grupo3 24 4446 0.765 016

Grafica de caja de Grupot; Grupo3

50

Prueba

40

Hipatesiznula  Hetpa-pz=0

35

Dates

Hipotesiz alterna Ha pa - pz 210
Valor T GL Valor p
038 46 0708 - .

20

30

%

Grupot Grupo3

4.2.2.4. ANALISIS CUALITATIVO

A continuacién, se presentaran algunos ejemplos de las producciones de los estudiantes que dan
cuenta del uso de diversas estrategias heuristicas utilizadas, recursos, creencias y estrategias de
control. De igual manera, se busca con este analisis resaltar aquellos procesos de construccién ideados
por los estudiantes, a partir de su proceso de exploracion, y que se diferencian del método estandar
para construir una simetria central.

Ejemplo 1: la fase exploratoria de la caja negra 8 de la estudiante E27 inicia con el trazado de lineas
rectas BO,CO y AO . Al hacer este trazado de lineas verifica, mediante la estrategia heuristica de
visualizacion, que los puntos B',C' y A' también pertenecen a estas lineas rectas.

Aqui resulta importante mencionar lo valiosas que resultan ser las estrategias de control que deberian
implementar los estudiantes para encontrar este tipo de relaciones entre los objetos geométricos de la
construccién. El software GeoGebra ofrece herramientas que posibilitan la verificacion de estas
relaciones de una forma mas precisa. Por ejemplo, la herramienta relacién le hubiese permitido
encontrar, no mediante visualizacidn, que efectivamente estos puntos imagen también pertenecen a
las rectas trazadas.

En esta etapa de exploracion realizada por E27 hay otro elemento importante para resaltar y que es
producto del uso de la estrategia heuristica de arrastre, que posibilita el uso del software. Haciendo
uso de esta estrategia, E27 logra detectar que al mover cualquiera de los vértices del triangulo original
~ABC el vértice correspondiente en el triangulo imagen AA'B'C' lo hace, pero en sentido
contrario. Este hecho resulta de gran importancia en la etapa de socializacion realizada al final de la
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actividad porque constituye una de las caracteristicas fundamentales de la simetria central, que es la
de tratarse de una trasformacion inversa, en el sentido que cambia la orientacion de los vértices del

triangulo original.

Estos hallazgos realizados por la estudiante E27 se pueden leer en el siguiente manuscrito:

Be s q\,@ e - PO -2 «wvid por B
€O -» cuya poy ¢

O AO —> Cvp3a rJ( A A

Weur fedem (o con enX0 5 hantd '& gigua\ dulovia o tw\iocr-eil?‘\
, c _ _

E\ A P‘«'BL\ o o S'ﬂ\t*‘h'a {w\ja\, dl\ AABC wp “’/-’PC'C‘}’O o

), Yo (oyb). |
f\(\> m[oe\;:{h :\qw pumo dof Dosw, @ pwto - dadiche D gron

o L0 (ORROA W

Fig. 35. Manuscrito de E27 — Exploracién

En el protocolo de construccion definido por E27 se considera el trazado de lineas recta y

circunferencias centradas en el punto O y radios AO,BO y co, como se puede leer en el siguiente
manuscrito de su construccion:

VY “Ce hom0mn echas que Liveen log
o0 'Pwrte” BO, C4 0 4 A4O
A AB( { Noted whe  teesnfewrio wor et

4 rod0 AC: B0 v CO.
195 ireq LCOONLD embil \aa treorftienco,

Y lug ceckon (pon @)tmpio, retto GO
Cuorferenta d (ado B0, dwita

{P\,,,.ﬁu Ai B qt-j

M"EU .
‘IU"‘"' ‘o3 pusntey wmrhdllﬁs £ ye.

Fig. 36. Manuscrito de construccion de E27 — simetria central

La siguiente imagen es una recreacion de los pasos descritos por E27 para construir la simetria
central del vértice B del tridngulo aABC, con centro en el punto O.
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Fig. 37. Reconstruccion del protocolo de construccion de E27

En el proceso de socializacion de la actividad, la estudiante E27 manifiesta que la simetria central
con centro en el punto O también se puede construir a través de la composicién de dos simetrias
axiales respecto a dos lineas rectas que pasen por O y sean perpendiculares. A continuacion, se
muestra la reconstruccion de lo propuesto por la estudiante E27 como manera alterna para construir
la simetria central del tridngulo A ABC respecto al centro O.

Fig. 38. Reconstruccion de la propuesta de la estudiante E27

En la construccion anterior se puede ver que las lineas rectas L y M pasan por el punto O y son
perpendiculares entre si. El tridngulo AA'B'C" es la simetria central del tridngulo AABC respecto
al punto O y coincide con la secuencia de simetrias axiales del tridngulo A ABC, primero respecto
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alarecta M (generando el triangulo de vértices aA 'B,'C,") y después respecto a la recta a la recta

L (generando el triangulo AA'B'C").

Cabe anotar que el resultado de la composicidn no depende de las direcciones de las rectas que pasen
por el punto O, siempre y cuando sean perpendiculares. Puede verse a continuacién que el triangulo

~A'B'C' no cambia su posicion al cambiar la direccion de larecta L .

Fig. 39. Simetria central como composicion de simetrias axiales (E27)

De otro lado, en su etapa exploratoria la estudiante E38 usa la heuristica de medir distancias entre los
vertices de los triangulos AABC y AA'B'C" al centro de simetria O, encontrando que son iguales.
Hace lo mismo para las areas de ambos poligonos (Ver manuscrito de E38)

Ejemplo 2: en su etapa exploratoria la estudiante E38 usa la estrategia heuristica de medir distancias
entre los vértices de los tridngulos AABC y aA'B'C" al centro de simetria O, encontrando que son
iguales. Hace lo mismo para las areas de ambos poligonos (Ver manuscrito de E38)

Xin b hepmwedu  YUO o4 oA DABC 4 ARG © Heun
fguol  Glee

DGXNOa P 6,002 Dpmge v Ao 0 = 6,002

- Odrncia ® D a0* 300u Mo X D o O=40.04

L OWate R € a0 - Gs3g PGl k¢ a O = €,53

- TS U DWekau el o Gt @5 SR v punb

Fig. 40. Manuscrito de E38 -Exploracion Caja Negra 8

Al 48% de los estudiantes que realizaron la hoja de trabajo le cuesta usar términos geométricos
adecuados para referirse a la construccion de las circunferencias que usan para determinar los vértices
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del triangulo imagen. Se refieren a circunferencias con “centro en el punto O y radio el punto A” o
“radio en los puntos ABC ”, cuando lo correcto es escribir: circunferencia de centro en el punto O
y radio el segmento OA, por ejemplo.

4.2.3. ANALISIS DE LA HOJA DE TRABAJO 3: TRASLACION

La hoja de trabajo N°3 se desarrolla a partir de la exploracion de la caja negra 9. En esta caja se
pretende enfrentar a los estudiantes a la transformacién geométrica conocida como traslacion en
direccién de un vector.

4.2.3.1. DESCRIPCION DE LA HOJA DE TRABAJO

La actividad 4 propuesta en la hoja de trabajo N°3 esté referida a la caja negra 9 y en ella se les
presentan los triangulos AABC y aA'B'C", para los cuales se cumple que el segundo tridngulo es
la traslacién del primero en direccion a un vector dado.

©F CAJANEGRA G (1).ggb - O X

Archivc Edita Vista OpcionetHerramienta Ventanz Ayudz  Abrir sesién

Rl A 71 D OO £ N 222

b

A
Q

N7

Fig. 41. Caja Negra 9

Entrada:
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4.2.3.2. CONDICIONES DE APLICACION

La hoja de trabajo N°3 fue desarrollada por 46 estudiantes matriculados en el curso de Matematicas
para el Disefio, semestre 2018-2. De estos 46 estudiantes 21 eran de sexo masculino y 25 de sexo
femenino. Un total de 25 estudiantes pertenecian al programa académico de disefio de medios
interactivos (DMI) y 21 al programa académico de disefio industrial (D).

Al igual que las anteriores hojas de trabajo, el tiempo de aplicacion fue de dos horas de clase (120
minutos) y se desarrolla de forma individual. Los estudiantes escriben sus conclusiones en el
documento que se les entrega para tal efecto.

Cuarenta minutos antes de finalizar la actividad de clase se inicia el proceso de socializacion grupal.
Los estudiantes tienen la oportunidad de manifestar las dificultades que surgieron durante el proceso,
asi como las conclusiones a las que llegaron a partir de la exploracién de la construccion. La sesion
de trabajo termina con la formalizacidn del concepto de traslacion, sus elementos caracteristicos y
sus propiedades.

4.2.3.3.  ANALISIS CUANTITATIVO

Como se menciono antes, esta hoja de trabajo N°3 consta de una actividad en la que se plantea un
ejercicio de exploracion que lleve a los estudiantes a concluir que la transformacion aplicada al
triangulo AABC para obtener como imagen el triangulo AA'B'C" consiste en una traslacion en
direccion a un vector.

Como resultado de la revision de las producciones de los estudiantes se encuentra que el 97.8% de
los estudiantes aprueba la hoja de trabajo y s6lo un estudiante (E47), que corresponde al 2.2% obtiene
una nota no aprobatoria de 2.0 en una escala de uno a cinco.

La nota promedio general de la hoja de trabajo fue de 4.6. Por programa académico, se encuentra que
los estudiantes de DI obtuvieron un promedio de 4.3, frente a un promedio de 4.7 de los estudiantes
de DMI.
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Los siguientes son los resultados de obtenidos en el analisis estadistico:

1. Diferencia de promedios por carrera, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

aq: desviacidn estandar de DMI

gz desviacidn estandar de DI

Relacion: ov/oz

Los métodas de Bonett y Levene son validos para cualguier distribucion continua,

Prueba
Estadisticas descriptivas Hipétesis nula Hege oz’ =1
Hipatesis alternz Hiogl fat = 1

IC de 95%
Variable M Desv.Est. Varianza para o°
Okl 25 0484 0,234 (0,080, 0,505)
Cl 21 0908 0,825 (0,386 2,261)

Mivel de significancia o = 0,05
Estadistica
Método de prueba GL1 GL2 Valor p

Bonestt * 007
Levens 38 1 44 0058

Prueba e IC para dos varianzas: DMI; DI
Relacién = 1 vs. Reladidn # 1

IC de 95% para o*(DMI) / o*(DI)

T
Banett- ' Prustz de Banett
] Valorp 0,071
L | Brugha de Levene
| Welarp 0,056
it 02 04 06 08 10 12
IC de 95% para o”
oMH —e———
DH
oo oS 10 13 20 25
Grafica de caja de DMI; DI
oM * ¥ —
DH { 1

T T T T T T T
) 25 10 s 4,0 45 E0
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Método

pa: media de DRI
pz media de DI
Diferencia: 1 - pz

S presupuso lgualdad de varianzas para esie anglisis,

Prueba

Hipdtesis nula  He pa-pz =0
Hip&tesis alterna Hy pa - pz 20
Valor T GL Valor p

1586 44 0068

Estadisticas descriptivas

Error

estandar

dela

Muestra N Media Desv.Est.  media

DMI 25 4733 04584 0,097
]} 21 4343 0,908 0,20

Datos

50

35

30

25

20

Grafica de caja de DMI; DI

2. Diferencia de promedios por grupo, suponiendo igualdad de varianzas.

Método

g+t desviacion estandar de Grupo 1
gz desviacidn estandar de Grupo 3
Relacién: o4/a:

Los métados de Bonett y Levens son validos para cualguier distribucion continua,

Estadisticas descriptivas

IC de 95%
Variable N Desv.Est. Varianza para g°

Grupol1 22 0502 0252 (0,087 0,882)
Grupo 2 24 0880 0,775 (0,336 2,116)
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Prueba

Hipdtesis nula Heo' /o’ =1

Hipdtesiz alterna Hypo® foe 2 1

Mivel de significancia o = 0,05
Estadistica

Método de prueba GL1 GL2 Valor p

Bonstt * 0123

Levens 142 1 44 0240
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Prueba e IC para dos varianzas: Grupo 1; Grupo 3
Reladidn = 1vs. Relacidn 2 1

IC de 95% para o”(Grupo 1) / o”(Grupo 3)

Boren{ — 1 Prusha ds Bonstt
d Valor 123
Levene] : Prusha de Levene
| Valorp 0240
[ 1 2 H
IC de 95% para &®
Grupa 1 —
Grupa 2
oo o5 10 15 2o
Gréfica de caja de Grupo 1; Grupo 3
g * —
Grupe ] ——
0 25 0 i 40 45 )

Estadisticas descriptivas

Método

Error
pe: media de Grupo 1 estandar
pz: media de Grupe 3 de la
Diferencia: s - Pz Muestra M Media Desv.Est.  media

Grupo 1 22 4883 0,502 0,1

Se presupuso igualdad de variohzas para <ste andlisis, Grupo3 24 4433 0880 018

Grafica de caja de Grupo 1; Grupo 3
50
Prueba - *"——ﬁ——ﬁﬁ_\___ﬁw
Hipotesiznula  Helpe - pz =0 .
Hipotesis alterna Hitpa - pz 20 o
Valor T GL Valor p 5 M
119 44 0,240 20
25
20
Grupa 1 Grupo 2
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4.2.3.4. ANALISIS CUALITATIVO

A continuacién, se presentaran algunos ejemplos de las producciones de los estudiantes que dan
cuenta del uso de diversas estrategias heuristicas utilizadas, recursos, creencias y estrategias de
control. De igual manera, se busca con este analisis resaltar aquellos procesos de construccién ideados
por los estudiantes, a partir de su proceso de exploracion, y que se diferencian del método estandar
para construir una simetria central. Del andlisis de las producciones de los estudiantes se pueden citar
tres procesos diferentes para construir la traslacion del triangulo aABC en direccion a un vector v
dado, las cuales son presentadas en los tres ejemplos dados a continuacion.

Ejemplo 1: la fase exploratoria, de la caja negra 9, llevada a cabo por la estudiante E10 inicia
aplicando la estrategia heuristica de medicion de distancias, en este caso, entre los vértices homdlogos
de los tridngulos AABC y aA'B'C", para seguidamente, hacer la comparacion de dichas distancias
con la magnitud del vector que, en su manuscrito, llama FG . En dicha exploracion, E10 también usa
como recurso la nocion de congruencia entre triangulos.

3, la aislamcien ewldse \og WA Py AN - 5L " c.,c son Lot wasmag
o la¢ del vecdow \'—Ta ,C—LC‘CMC\" cle aee Su Nreceiga 4&&\)“9‘1'4\ es l(‘.k
Al A o

2. Low r_kv\c&c...‘u\' de \ox Qn\\gomu{ SLevAphe Con canQfuenNer

Fig. 42. Manuscrito de E10 — Exploracién

1.%e ~ea o~ peligon® eon W des pondtes dadog (kB

2. Se crea un vecdovr cow \osf  dog Puontos Anaoﬂ..(’t:cﬂ)

B3, Se dvars wna'tecto. gue pase Por on punte ded PD(\%Q“Q'L\(—“"\O A
v pate por el punto Hve da wite al vecde v (F)

4, S dxaza ono tecle (Jo.\c\\e_\c\., a \lo. Yecda avc Wawet
andevoymente 4§ ave pate por ol pual del Vector (Q).

5§, Se 4Avaxa una PC-\-VCL\'L(O- al wectov, gque psse pey <! Pu“‘h
que  estanmacg -\vm\go.qu\clo (k)

6. Maxcarvmae s \ac \nAcvse cuiones enitve \as povete lag

J. Se Vepte esde pvotedtva @nie con codar vwo de \of purdeg

Ye< danvmiXef.

3 .Se tiax= um poligens cow \as wmicvSeccwoner Walla dar

Fig. 43. Manuscrito de E10 — Protocolo de construccion.

En su protocolo de construccion, la estudiante E10, propone la siguiente secuencia de pasos para
hallar la traslacién en direccion de un vector u, por ejemplo, del vértice C del triangulo AABC:

73



Isometrias en el plano con GeoGebra

1. Trazar una linea recta que pase por el vértice C y por el punto de aplicacion del vector dado
(recta L)

2. Trazar una recta paralela a la primera, pero esta vez que pase por el punto final del vector
(recta M).

3. Trazar una linea recta paralela al vector u que pase por el vértice C (recta N)

4. Encontrar el punto de interseccion entre las rectas M y N, el cual sera el punto C', que
corresponde a la traslacién del vértice C en direccion al vector u.

5. Realizar el mismo procedimiento para los demas vértices del triangulo A ABC.

Recta M

Recta N

o~
/\
G\ .
\

Fig. 44. Reconstruccidon del protocolo propuesto por E10

Ejemplo 2: El estudiante E4, en su manuscrito indica que usa la herramienta Equipolente para
construir la traslacion del triangulo AABC, como se indica en la figura siguiente.

Cor lG‘\/Q\‘thmLa‘f}c, eYy 1Polan Je f,m&.(u onary Potonees
el vér ‘AEJZ, 5) U.!iﬁt) ed Ve ctor fo:a- ”"Pg/ﬂ;j‘bc:’ g

Avecuon, 0, wr (e o0 cle loy noere) Pundod
S0y yeaecreed el P /h,cinﬁu‘u A pC

Fig. 45. Manuscrito del estudiante E4

En la figura 46 se recrea el uso que de dicha herramienta hace el estudiante E4.
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A
)

Fig. 46. Reconstruccion de la construccién propuesta por E4

Eijemplo 3: En su fase de exploracion, la estudiante E18 muestra el uso de estrategias heuristicas
como medir areas y angulos internos del tridngulo y la longitud del vector. Usa la medicion como
estrategia de control para mostrar que las longitudes entre vértices homologos son igual a la magnitud
del vector.

También usa la estrategia heuristica de arrastre y mediante ella encuentra que, al mover el triangulo
original, el tridngulo imagen cambia de posicion en el plano, pero el vector que orienta la traslacion
permanece invariante.

En las dos iméagenes siguientes se muestran el manuscrito que el estudiante E18 produce en su etapa
exploratoria y una reconstruccion de las medidas realizadas mediante el uso de las herramientas
provistas por GeoGebra.

Lo do idngulos Fienen iqval dreg  PerTmetro. y la
distancia entre 09 wrfices (R ARe q p'3'e’ comesporden

o la medida del veetor . Losof‘l\ﬂu\oﬁ indenncs son

lgutles - Al mover elacdor se mue® yn extremo del

Hndhgylo Al rovey el Jrria‘hqvlo se mye foda lo cong4n ccioh
mops @l Vot or.

Fig. 47. Manuscrito del estudiante E18

El estudiante E18, como lo indica su manuscrito, realiza mediciones de las longitudes entre lados
homologos y angulos homdlogos, esto es, mide las distancias y verifica que dicha distancia es igual

a la magnitud del vector v, es decir, verifica la siguiente igualdad:
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d(AA)=d(B,B")=d(C,C")=|v|=316

A s B
AA'= 316B227TEED2 G=26.2056335346

[F=129.243503098"°

u=129.243503098°

CC'=3.1622776602
o4

Fig. 48. Reconstruccion exploracién realizada por el estudiante E18

76



Isometrias en el plano con GeoGebra

5. CONCLUSIONES, APORTES Y RECOMENDACIONES

El proposito del presente capitulo es presentar las conclusiones y las sugerencias del trabajo, que
fueron construidas con la experiencia empirica sustentada en el capitulo IV y con fundamento en el
marco tedrico. El presente capitulo tiene dos secciones: la respuesta a las preguntas de investigacion
y las sugerencias a diferentes actores de la comunidad e instituciones.

5.1. RESPUESTA A LAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

5.1.1 RESPUESTA A LA PREGUNTA CENTRAL DE INVESTIGACION

¢Cuales son las caracteristicas que tiene un proceso de aprendizaje, fundamentado en la resolucion
de problemas, de las isometrias del plano, mediado por GeoGebra, con estudiantes del curso de
matematicas para el disefio, en la Universidad Icesi?

a. Laimplementacion de las actividades en el aula, se realizé mediante una innovacion didactica
que tuvo las siguientes fases:

FASE DESCRIPCION
Formulacion del El profesor presenta el problema. Lee la hoja de trabajo y describe las
problema de la caja actividades que deben realizar los estudiantes en cada una de las fases de la
negra clase. Los estudiantes reciben un archivo realizado por el profesor, su tarea es

explorar con ayuda de GeoGebra y escribir el paso a paso para reconstruir el
archivo recibido.

Exploracién con la Los estudiantes dibujan y miden angulos, longitudes de segmentos. Exploran
mediacion de propiedades de paralelismo, perpendicularidad, distancia. Visualizan,
GeoGebra encuentran regularidades y formulan conjeturas y contraejemplos. Al final del

proceso redactan el paso a paso (protocolo de construccion) para rehacer el
archivo recibido.
Comunicacion de ideas | Los estudiantes completan los espacios en blanco de la hoja de trabajo, llenan

mediante uso del tablas, hacen graficos y describen con lenguaje verbal las propiedades.
lenguaje escrito Redactan el paso a paso para develar la caja negra y reconstruir el archivo.
Socializacion En este momento los estudiantes socializaron los resultados por la via oral, en
pequefios grupos y con toda la clase. El profesor hizo de moderador.
Institucionalizacion Esta es la fase donde el profesor presenta la version formal o institucional del

conocimiento. La institucionalizacion se divide en dos fases:

o El profesor mejora las redacciones iniciales de los estudiantes, corrigiendo
errores de redaccion y ortografia.

e El profesor presenta la definicion o el teorema en su version formal.

e El profesor realiza la demostracion formal.

Tabla 3. Fases de desarrollo de la intervencion didactica
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b. El tipo de tareas implementadas en el aula.

Las hojas de trabajo constituyen un espacio de mediacion entre la ensefianza y el aprendizaje.
Contienen un archivo electronico denominado Caja Negra. El estudiante la explora y resuelve las
actividades que propone la hoja para dejar registro sobre la resolucién de ejercicios, resolucién de
problemas, construccion de diferentes registros semioticos de representacion de las ideas
matematicas, encontrar invariantes y construir conjeturas.

Se disefiaron tareas que privilegian la construccion de conjeturas sobre las isometrias del plano. En
este proceso el estudiante debe medir, visualizar, usar varias representaciones, usar diversas
heuristicas como particularizar, generalizar y buscar invariantes. En este proceso el uso de algoritmos
es necesario, pero no es suficiente para culminar con éxito el proceso de solucion.

c. El proceso de comunicacion de ideas.

Se potencia la comunicacion de ideas matematicas por las vias oral y escrita. Al inicio fue comun la
dificultad que tuvieron los estudiantes en este proceso. A medida que avanzé el estudio los avances
en este aspecto son notables. Este resultado se puede explicar desde dos perspectivas: (i) El uso de
GeoGebra hace que el estudiante amplifique el dominio de sus recursos y estrategias y que pon tanto
vea mas cosas sobre los objetos geométricos. Al ver mas, tiene posibilidades de narrar mejor. (ii) La
experiencia matematica de comunicar. En el método tradicional el estudiante solo escribe lo que el
profesor le dicta. En este proceso de innovacién didactica los estudiantes deben hacer sus propias
exploraciones y deben describir las propiedades de los objetos geométricos con sus propias palabras.
En la medida que van adquiriendo experiencia a través de la interaccion con GeoGebra, con sus
compafieros de clase y con el profesor, la calidad de sus comunicaciones mejora notablemente.

d. El proceso de hacer preguntas.

En el método tradicional de ensefianza y aprendizaje, generalmente el estudiante no hace preguntas.
Y en la mayoria de los casos teme a las reacciones de su profesor o de sus compafieros de clase.

En el proceso de resolucion de problemas de isometrias con el apoyo de GeoGebra el estudiante debe
desarrollar la capacidad para indagar con ayuda del software. En este proceso el estudiante debe
formular preguntas y contestarlas con ayuda del software. Por ejemplo, se pregunta cosas como:
“cestas dos rectas son perpendiculares?”, para contestarlo debe medir &ngulos, explorar propiedades
o usar las herramientas que provee el programa (herramienta relacion)

En el estudio se encontrd evidencia empirica que sustenta que los estudiantes van desarrollando la
capacidad para hacerse preguntas a si mismos y contrastar sus respuestas con las de otros compafieros
de clase. Este esto constituye un avance en el desarrollo de las estrategias de metacognicion.
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e. Cambio de roles.

En la estrategia didactica que se implemento en la investigacion el estudiante asumié un rol muy
activo. Explora, mide, visualiza, pregunta, comunica por las vias oral y escrita, comparte sus puntos
de vista con sus compafieros de clase entablando dialogos cordiales mediante los cuales se
reconstruyen ideas y se socializa el conocimiento adquirido.

Por su parte, el profesor asume un rol menos protagonico, disefia la caja negra, disefia las hojas de
trabajo, propone el problema, resuelve dudas, coordina el debate e institucionaliza las ideas
construidas por los estudiantes. Esta caracteristica del rol del docente en la intervencion realizada va
en la linea de lo propuesto en el modelo de Aprendizaje Activo que se implementa en la Universidad
Icesi y mediante el cual se busca que el estudiante sea parte activa en la construccion de su propio
conocimiento cuando es expuesto a situaciones retadoras, que desarrollen aprendizaje significativo.

5.2. RESPUESTA A LAS PREGUNTAS AUXILIARES.

5.2.1. Respuestaa la pregunta: ;Qué tipos de recursos matematicos utilizan los estudiantes del
curso de matematicas para el disefio en el proceso de resolucion de problemas sobre
isometrias del plano con el apoyo de GeoGebra?

En el proceso se diagnostico a los estudiantes sobre el dominio basico de conocimientos de geometria.
Los objetivos del estudio diagndéstico fueron la siguientes: (i) Indagar sobre su sistema de creencias,
(ii) estudiar sobre sus habilidades para realizar construcciones geométricas con regla y compas,
detectar heuristicas y estrategias de solucién de problemas, (iii) Indagar sobre el dominio que tienen
los estudiantes sobre elementos, propiedades y caracteristicas de las isometrias en el plano.

Quedo6 evidenciado que los estudiantes tienen dificultades para comunicar las definiciones de las
isometrias, para redactar sus propiedades y dificultades para hacer construcciones con reglay compas.
Adicionalmente, se encontré que los estudiantes tienen creencias erréneas sobre los objetos
geométricos, como por ejemplo pensar que un punto es paralelo a una recta o que dos poligonos, uno
de los cuales es la simetria axial del otro son paralelos.

Después de realizar el estudio diagndstico, se hicieron talleres de dominio bésico del software
GeoGebra para que dibujaran figuras, midieran angulos, hicieran tablas y para que realizaran
operaciones basicas. También se desarrollaron habilidades de dibujo, de arrastre y animacion que son
caracteristicos en los ambientes de geometria dinamica. El conocimiento basico del software pasa a
ser parte del dominio de recursos para la resolucion de problemas.

La idea de medir angulos, hacer operaciones y arrastrar las figuras, les da la posibilidad a los
estudiantes de hacer experimentos matematicos para explorar invariantes en una amplia familia de
figuras. Es decir, los objetos geométricos son dotados de movimiento y las figuras toman vida, en el
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sentido que no son figuras estaticas como en papel. Ahora el dinamismo, el movimiento y el arrastre
hace que el estudiante manipule el objeto, lo hace tangible, lo hace cercano y significativo.

El dinamismo de GeoGebra les permitio a los estudiantes experimentar y construir conjeturas en una
gran cantidad de casos particulares. El uso de material manipulable como las escuadra, el compas y
el papel complementd la idea original y le dio un sello especial para reforzar la conjetura ya construida
en el computador y lograr representar la idea matematica desde el punto de vista visual.

Esta metodologia de trabajo se constituye en una innovacion didactica para aprender la geometria. El
método se puede extender para ser usada en otros cursos ofrecidos por el Departamento de
Matematicas y Estadistica y, quizas, en semestres mas avanzados. Al finalizar cada hoja de trabajo
los estudiantes dominan definiciones, propiedades y teoremas del contexto geométrico que fueron
construidos o interpretados por ellos mismos, con la orientacion del profesor, en la interaccioén con
sus comparieros de clase y con la mediacion del material concreto y la tecnologia digital.

5.2.2. Respuesta a la pregunta: ¢Cuales son las estrategias heuristicas que utilizan los
estudiantes del curso de matematicas para el disefio en el proceso de resolucién de
problemas sobre isometrias del plano con el apoyo de GeoGebra?

En la presente investigacion se aport6 evidencia para concluir que con la metodologia empleada y
con el tipo de actividades implementada se pudieron desarrollar los siguientes tipos de habilidades:

Habilidades heuristicas. Este tipo de estrategias se desarrollaron en los procesos de visualizacion,
particularizacién, basqueda de patrones o regularidades y con la formulacion de conjeturas
geométricas.

Este proceso conlleva al descubrimiento matematico. Desde este punto de vista, los estudiantes se
enfrentaron a tareas que implicaron usar procesos centrales del pensamiento matematico y a
comunicar ideas matematicas.

Habilidades motrices. Este tipo de habilidad fue necesaria para hacer trazos, dibujar con regla y
compas. En el computador también es necesario desarrollar estas habilidades de motricidad fina para
manejar el mouse, coordinar los movimientos, hacer trazos, medir, arrastrar y darles movimiento a
las figuras con una mano virtual.

Habilidades sobre el uso de tecnologia. En el proceso, los estudiantes aprendieron a dibujar
poligonos, medir angulos, hacer operaciones, tabular, hacer arrastre para encontrar invariantes. Hacer
macro construcciones y verificar propiedades para darle seguimiento a una conjetura.

Ademas, usaron los aprendizajes adquiridos para desarrollar un proyecto final de disefio de teselados
usando las isometrias en el plano y la nocion de simetria de poligonos regulares.

5.2.3. Respuesta a la pregunta. ¢Cuales son las estrategias de Control que utilizan los
estudiantes del curso de matematicas para el disefio en el proceso de resolucién de
problemas sobre isometrias del plano con la mediacion de GeoGebra?
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En el estudio se generaron espacios para que el estudiante desarrollara sus estrategias de control:

a. Entender el problema. El estudiante debe entender la metodologia de trabajo con las cajas
negras. Una vez recibido el archivo debe saber qué objetos se pueden arrastrar y cuales no. Es
decir, debe identificar las variables independientes y cuéles son las dependientes.

b. Descubrir errores. En el proceso de resolucion de problemas de cajas negras es muy
frecuente que el estudiante cometa errores y construya leyes falsas. La prueba del arrastre se
convierte en una estrategia poderosa para construir contraejemplos.

c. Hacer preguntas. En el proceso de develar la caja negra el estudiante debe formularse
muchas preguntas a si mismo. El debe usar los comandos apropiados para medir o para
verificar propiedades y dar respuesta a sus interrogantes.

d. Buscar caminos elegantes. La elegancia matematica radica en la sencillez de los argumentos.
En las sesiones de clase el profesor recibia las soluciones de parte de los estudiantes y los
invitaba a buscar caminos mas cortos y sencillos de solucion. Si bien es cierto estaban bien
evaluados por culminar con éxito la solucion, la invitacion era a describir de manera méas
sencillay clara el proceso de solucion y a explorar caminos de solucién de la caja negra por
vias mas simples.

5.3. CONCLUSIONES SOBRE EL IMPACTO
5.3.1. Las actitudes

La actitud es la disposicién que tienen los estudiantes por el estudio de las matematicas. La
metodologia empleada despert6 actitudes positivas hacia el estudio de las matematicas porque se
rompid la rutina y el estilo tradicional de estudiar esta disciplina del conocimiento. Ahora los
estudiantes participaron de manera activa en la construccién de sus ideas.

El ambiente de aprendizaje fue muy propicio para construir nuevos conocimientos, cambiando el rol
de profesor y de los estudiantes por completo. El profesor fue un orientador del proceso, hacia
sugerencias y formulaba preguntas, respondia a inquietudes de tipo conceptual y también relacionadas
con el uso de GeoGebra. Mientras que los estudiantes participaron de manera activa en la fase de
exploracion, la fase de socializacién y en la de comunicacion de las conjeturas.

El tipo de actividades causé curiosidad y despertd interés en los estudiantes participantes. Los
materiales tanto concretos como computacionales sirvieron de motivadores y mediadores para la
construccion de conocimiento.

Desde esta perspectiva, se reporta una metodologia que resulto exitosa por la calidad y cantidad de
conocimiento construido.

Después de las tres hojas de trabajo implementadas, los estudiantes reclaman que cuando volveran a
utilizar esa metodologia de trabajo.
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5.3.2. Laevaluacion.

Se reconoce la evaluacion como un proceso complejo y sensible a cambios didacticos y metodolégicos.
En el caso de la propuesta desarrollada en la presente investigacion se encontré un gran impacto no
solo en los procesos de evaluacion.

El curso de matematicas para el disefio histéricamente habia sido evaluado a partir de examenes escritos
y el desarrollo de talleres de clase y tareas que eran entregadas en formato analogo. La implementacion
y uso de GeoGebra, como herramienta de mediacion computacional, generé la necesidad de repensarse
estos procesos de evaluacién y recoleccién de informacion.

El segundo y el tercer parcial se aplicaron haciendo uso del software GeoGebra, hecho que de alguna
manera constituye un hito en la historia del Departamento de Matematicas. El segundo parcial se
desarroll6 en sala de computo y se aplicé usando la plataforma Moodle con la que cuenta la
Universidad. A través de ella se compartieron los archivos de las cajas negras en formato digital y los
estudiantes subieron sus respuestas, también en formato digital, de la exploracion y los resultados
encontrados. Este archivo digital fue complementado con un cuestionario en formato anédlogo que
complementaba la prueba.

Muchas de las tareas ya no requerian el uso de papel para su desarrollo y fueron entregadas via la
Plataforma Moodle. Los estudiantes compartian, para su evaluacién, no solo archivos de GeoGebra
sino archivos en formato Word donde explicaban sus procesos y comunicaban sus protocolos de
construccion.

5.3.3. Impacto cuantitativo

Como se comentd en los antecedentes y la justificacion del proyecto, el curso de Matematicas para el
disefio histéricamente ha tenido altos indices de reprobacion y cancelacion que generan situaciones de
retraso en los tiempos de graduacién de los estudiantes, pero también casos de desercion temprana y
tardia, Aguirre (2014).

La implementacién de una situacion didactica como la desarrollada en esta investigacion permitid
impactar de manera positiva estos aspectos tan preocupantes para los diferentes estamentos de la
Universidad Icesi.

Para el afio 2009-2 el porcentaje de cancelaciones del curso alcanzo el 40% y el de perdidas un méaximo
histdrico del 54%, que, si bien es cierto, fue disminuyendo gradualmente en los semestres siguientes,
siempre se mantuvo en dos digitos hasta el segundo semestre del afio 2016. A partir del afio 2017, afio
en el cual ya habia iniciado el uso GeoGebra en mis clases, pero de forma esporadica y Unicamente
como un elemento de apoyo y demostracion, los niveles de cancelacion y pérdida del curso bajaron
notablemente, hasta alcanzar, en el segundo semestre del afio 2018, semestre en el que se desarrollo la
implementacion de esta propuesta didactica, porcentajes del 7% para las cancelaciones y del 2% para
las reprobaciones.
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Cambio porcentual en cancelaciones y perdidas
semestres 2009-1 a 2019-1
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Fig. 49. Variacion en porcentajes de aprobacion y cancelacion desde 2009-1 hasta 2019-1

5.4. SUGERENCIAS

5.4.1 Sugerencias para los Profesores de Matematicas.

Los profesores de matemaéticas deben generar ambientes de aprendizaje donde se promueva el
desarrollo de procesos centrales del pensamiento matematico, no Unicamente debe propiciar el
manejo de algoritmos. Por ejemplo, deben involucrar a los estudiantes en la formulacion de
problemas, en lugar de pedirles solamente que los resuelva.

Fomentar el proceso de comunicacion de las ideas matematicas, de manera que sean los mismos
estudiantes los que exploren por sus propios medios y comuniquen las respuestas encontradas a los
problemas. Se debe generar condiciones para que los estudiantes comuniquen por la via escrita sus
procesos, soluciones y conclusiones. En este proceso el estudiante cometera errores de redaccion y
de ortografia y es ahi donde el profesor debe intervenir haciendo sugerencias para la mejora de la
escritura.

En el caso de la Universidad Icesi, este elemento resulta de gran importancia para generar lazos de
trabajo interdisciplinar, por ejemplo, con el Departamento de Lenguaje y el centro LEO. El trabajo
realizado se alinea con el trabajo realizado en los cursos de COE (comunicacién oral y escrita) y con
el curso de Ldgica y Argumentacion.

También se debe generar la posibilidad para que los estudiantes comuniquen ideas en pequefios
grupos y con toda la clase. En este proceso el profesor tiene dos roles basicos: (i) el de moderador de
la discusion. (ii) el de formalizador de las ideas matematicas.

Incorporar las nuevas tecnologias en la formulacion y resolucién de problemas haciéndolos mas
atractivos, de manera que los problemas teoricos se transformen en situaciones reales que deben
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resolver. Para materializar esta sugerencia, se deben cumplir varias actividades: (i) Los centros de
formacion de maestros como Escuelas Normales y Facultades de Educacion, deben Incluir la linea de
nuevas tecnologias en la formacion de nuevos profesores, (ii) En el caso de los profesores de
matematicas, deben participar en la formacion permanente (cursos, talleres y diplomados de
actualizacién en el uso de las tecnologias digitales), (iii) los profesores universitarios deben disefiar
tareas donde se promueva el uso de calculadoras, celulares, tabletas o0 computadores.

Se les recomienda a los profesores que ademas de ensefiar la parte algoritmica, deben promover el
desarrollo de procesos centrales del pensamiento matematico como: particularizar, visualizar,
generalizar, estimar, encontrar patrones, conjeturar y formular contragjemplos.

5.4.2 Sugerencias para los Estudiantes.

Los estudiantes deben ver en el presente estudio un ejemplo donde las matematicas van mas alla del
simple tratamiento tedrico y, posiblemente, aburrido de aprender resultados de memoria y repetir
procesos algoritmicos. En lugar de ello deben emprender caminos divertidos que los enfrenta a
situaciones donde deben abordar retos, explorar, indagar, buscar invariantes y descubrir propiedades.

Entender que las tecnologias digitales, ademas de servir para comunicarse con otras personas 'y buscar
informacidn, se pueden convertir en herramientas para construir su propio conocimiento.

El uso de las herramientas computacionales en asocio con la geometria y la matematica abre un
amplio campo de aplicaciones para el mudo del disefio industrial y multimedial. Es posible aplicar el
conocimiento geométrico adquirido a lo largo de la intervencién didactica para aplicar las
transformaciones isométricas en el plano y la nocidn de simetria en la elaboracion de teselados, frisos
y elementos decorativos Utiles en el disefio.

5.4.2 Sugerencias para los investigadores

A lo largo del estudio, se encontraron preguntas que no hacian parte del presente estudio y que las
presento para que la comunidad de investigadores las aborde:

a. ¢De gué manera se puede extender la metodologia empleada en el presente estudio a otros
terrenos de las matematicas como el algebra, la probabilidad o el célculo?

b. ¢Qué impacto tendria, sobre el aprendizaje de las isometrias, una combinacion de recursos
como cajas negras y el estuche tradicional de geometria?

c. ¢Por qué a pesar de que los estudiantes en la actualidad pertenecen a una generacion
tecnoldgica se resisten, en su gran mayoria, al estudio de las matematicas ain en ambientes
computacionales?

d. ¢Qué tipo de tareas se pueden disefiar para estudiar, con apoyo de GeoGebra, aplicaciones de
las isometrias del plano en otras areas del conocimiento como las ciencias naturales y el
disefio multimedial?

e. ¢Qué tan eficiente resulta el software GeoGebra en la implementacion actividades de
aprendizaje de las isometrias extendidas a 3D?
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7. ANEXOS
7.1. ANEXO 1: PRUEBA DIAGNOSTICA

universipap  UNIVERSIDAD ICESI

2 )
ESCUELA DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
> IC E S I MAESTRIA EN EDUCACION

Sz,

Curso: Mateméticas para el disefio.
Profesor: Luis Fernando Azcarate Mesa. Fecha: septiembre 11 de 2018

Nombre del estudiante: Grupo:

Programa Académico:

PRUEBA DIAGNC:)STICA SOBRE CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS CON REGLA Y
COMPAS Y TRANSFORMACIONES EN EL PLANO (ISOMETRIAS)

1. A continuacién, encontrards una tabla con dos columnas. En la primera columna hay un

listado de conceptos geométricos. En la segunda columna debes describir con tus propias
palabras lo que entiendes por cada uno de ellos.

Conceptos Descripcion

Rectas
paralelas

Rectas
perpendiculares

Mediatriz

Rotacién

Traslacion

Simetria
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2. Marque con una X de acuerdo a si sabe (0 no) realizar la construccion indicada con regla y
compés.

Construccion Silasé No la sé
construir | construir

Construir una recta paralela a una recta dada por un punto exterior
aella.

Construir una recta perpendicular a una recta dada por un punto
exterior a ella.

Construir la mediatriz a un segmento dado.

Construir el simétrico axial de un poligono dado respecto a un eje
dado.

Construir el simétrico central de un poligono dado respecto a un
punto dado.

Construir la rotacién de un poligono dado respecto a un punto y
un angulo dados.

3. Dado el segmento AB de la figura, construya, con regla y compés, un cuadrado que tenga por
lado el segmento dado. Después de hacer la construccion describa el procedimiento utilizado.

Espacio para hacer la Espacio para hacer la descripcion
construccién
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4. A continuacién, encontraras una tabla con dos columnas. En la primera columna hay un listado de
transformaciones en el plano. En la segunda columna describa, con sus propias palabras, las
propiedades que conozca de cada transformacion.

Transformaciones Descripcion de propiedades
en el plano

Rotacion

Traslacion

Simetria axial

Simetria central

5. Considere el siguiente diagrama para responder las preguntas 5.1y 5.2.

5.1. En la figura anterior, si se hace una reflexidn respecto a la recta L, ¢cual de los siguientes
puntos es la imagen del punto A?

O r O 8 O €& OpD
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5.2.En la figura anterior, si se hace una reflexion respeto a la recta L, ¢cual de los siguientes
puntos es la imagen del punto D?

a0 A b(QODb OB dDc

6. Considere el triangulo AABC de la figura:

¢Cudl de las siguientes graficas representa la reflexion del tridngulo ~ABC respecto al eje Yy ?
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7. Al triangulo AABC de la figura se le aplicé una simetria central y se obtuvo como imagen el
triangulo AA'B'C". Encuentre el centro de simetria y describa el procedimiento utilizado.

Descripcion:

8. Al poligono ABCD de la figura se le aplica una simetria axial (reflexion) respecto a una linea
recta ( y se obtiene el poligono A'B'C'D' . Encuentre el eje de simetria y describa el
procedimiento utilizado.

Descripcion:
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9. Escriba, en cada cuadrado libre, como se veria la reflexion de la exclamacion jPAZ! respecto
a cada uno de los lados del cuadrado ABCD.

10. El cuadrado oA'B'C'D’ es la imagen del cuadrado cABCD después de realizar

a. Q Una traslacion.

b. O Una simetria axial respecto al lado BC.

c. () Una simetria central respecto al vértice B.

d. O Una rotacion con centro en el vértice B.
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7.2. ANEXO 2: HOJA DE TRABAJO 1

TSR Escuela de Cier]f:ias
% ICESI S ]
Matematicas y Estadistica
MAESTRIA EN EDUCACION
TRANSFORMACIONES EN EL PLANO
MATEMATICAS PARA EL DISENO
HOJA DE TRABAJO 1
Sesion 4.
Fecha: septiembre 27 de 2018
Profesor: Luis Fernando Azcarate Mesa

NOMBRE DEL ESTUDIANTE: CODIGO: GRUPO: ___
OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

e Diferenciar, en una construccion dada, los puntos que tiene libre desplazamiento de
aquellos que no lo tienen.

e Reconocer, en una construccion dada, los elementos dados y los elementos obtenidos
mediante construccion.

e Usar las herramientas de GeoGebra para medir longitudes, &ngulos y determinar relaciones
de tipo geométrico entre los elementos de una construccion dada.

e Encontrar y enunciar la secuencia de pasos que se deben seguir para realizar la
construccién geométrica dada.

e ldentificar el tipo de transformacion en el plano que corresponde a cada construccion, sus
elementos y propiedades.

A continuacion, encontrards dos actividades que debes desarrollar individualmente y con el
uso del software GeoGebra. Para el desarrollo de la Actividad 1 accede al archivo CAJA 6y
para la Actividad 2 accede a la CAJA 7. Ambas cajas estan disponibles en la plataforma
Moodle del curso.

ACTIVIDAD 1

1. Abre el archivo Caja 6. Alli encontraras un archivo con la construccion siguiente:
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2. Utiliza la opcion L (elige y mueve) para explorar la construccion y completar la siguiente
tabla, describiendo tanto los objetos que se pueden mover directamente como los que no se

pueden mover directamente.

Lista de objetos que se pueden Lista de objetos que no se pueden
mover directamente mover directamente
(Objetos dados)

3. Realiza trazos auxiliares (segmentos, rectas), mide angulos y distancias. Indaga sobre
relaciones entre objetos y determina como se construye la figura de la Caja 6. A
continuacidn, describe los trazos auxiliares, las medidas que hiciste y las propiedades que
encontraste.
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4. De acuerdo a lo que has explorado hasta el momento, completa la siguiente tabla

Listado de objetos dados Listado de pasos para hacer la
construccion

5. Realiza mediciones, exploraciones y arrastre de los objetos geométricos de la construccion
para que construyas conjeturas sobre:

a. Distanciaentre los puntos P y P' respecto alarecta L.

b. Posicion relativa de los puntos P y P' .

ACTIVIDAD 2

1. Abre el archivo Caja 7. Alli encontraras un archivo con la construccion siguiente:
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2. Utiliza la ‘ opcion (elige y mueve) para explorar la construccion y completar la
siguiente tabla, describiendo los objetos se pueden mover directamente y con los
gue no se pueden mover directamente.

Lista de objetos que se pueden mover Lista de objetos que no se pueden mover
directamente directamente

(Objetos dados)

3. Realiza trazos auxiliares (segmentos, rectas), mide angulos y distancias. Indaga sobre
relaciones entre objetos y determina cémo se construye la figura de la Caja 7. A
continuacion, describe los trazos auxiliares, las medidas que hiciste y las propiedades que

encontraste.
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4. De acuerdo a lo que has explorado hasta el momento, completa la siguiente tabla.

Listado de objetos dados Listado de pasos para hacer la
construccion

5. Realiza mediciones, exploraciones y arrastre y construye conjeturas sobre:

a. Longitud de los lados de los dos poligonos.

b. Medida de los &ngulos de los dos poligonos

c. Areade los dos poligonos.
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7.3. ANEXO 3: HOJA DE TRABAJO 2

RS Esgu?IaE%e Cier_mgias
e la Educacion
% IC E S I Departamento de
Matematicas y Estadistica
MAESTRIA EN EDUCACION
TRANSFORMACIONES EN EL PLANO
MATEMATICAS PARA EL DISENO

HOJA DE TRABAJO 2
Sesion 4.
Fecha: septiembre 27 de 2018
Profesor: Luis Fernando Azcarate Mesa
NOMBRE DEL ESTUDIANTE: CcODIGO: GRUPO:

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

e Diferenciar, en una construccion dada, los puntos que tiene libre desplazamiento de
aquellos que no lo tienen.

e Reconocer, en una construccién dada, los elementos dados y los elementos obtenidos
mediante construccion.

e Usar las herramientas de GeoGebra para medir longitudes, &ngulos y determinar relaciones
de tipo geométrico entre los elementos de una construccién dada.

e Encontrar y enunciar la secuencia de pasos que se deben seguir para realizar la
construccién geométrica dada.

e Identificar el tipo de transformacion en el plano que corresponde a cada construccion, sus
elementos y propiedades.

A continuacion, encontraras la Actividad 3 que debes desarrollar individualmente y con el uso
del software GeoGebra. Para el desarrollo de la Actividad 3 accede al archivo CAJA 8 que
esta disponible en la plataforma Moodle del curso.

ACTIVIDAD 3

1. Abre el archivo Caja 8. Alli encontrarés un archivo con la construccion siguiente:
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2. Utiliza la ‘ opcion (elige y mueve) para explorar la construccion y completar la
siguiente tabla, describiendo tanto los objetos que se pueden mover directamente

como los que no se pueden mover directamente.

Lista de objetos que se pueden Lista de objetos que no se pueden
mover directamente mover directamente
(Objetos dados)

3. Realiza trazos auxiliares (segmentos, rectas), mide angulos y distancias. Indaga sobre
relaciones entre objetos y determina cdmo se construye la figura de la Caja 8. A
continuacidn, describe los trazos auxiliares, las medidas que hiciste y las propiedades que
encontraste.
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4. De acuerdo a lo que has explorado hasta el momento, completa la siguiente tabla.

Listado de objetos dados Listado de pasos para hacer la
construccion

5. Realiza mediciones, exploraciones y arrastre de los objetos geométricos de la construccién
para que construyas conjeturas sobre:

a. Longitud de los lados de los dos poligonos.

b. Medida de los angulos de los dos poligonos

c. Areade los dos poligonos.
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7.4. ANEXO 4: HOJA DE TRABAJO 3

Escuela de Ciencias

UNIVERSIDAD d I Ed oy
% ICESI il

Matematicas y Estadistica

MAESTRIA EN EDUCACION
TRANSFORMACIONES EN EL PLANO
MATEMATICAS PARA EL DISENO
HOJA DE TRABAJO 3
Sesion 5.
Fecha: octubre 9 de 2018
Profesor: Luis Fernando Azcarate Mesa )
NOMBRE DEL ESTUDIANTE: CODIGO: GRUPO: __
OBJETIVOS DE APRENDIZAJE
o Diferenciar, en una construccion dada, los puntos que tiene libre desplazamiento de aquellos que no lo
tienen.
e Reconocer, en una construccion dada, los elementos dados y los elementos obtenidos mediante
construccion.

e Usar las herramientas de GeoGebra para medir longitudes, angulos y determinar relaciones de tipo
geométrico entre los elementos de una construccion dada.

e Encontrar y enunciar la secuencia de pasos que se deben seguir para realizar la construccion geomeétrica
dada.

e |dentificar el tipo de transformacién en el plano que corresponde a la construccion dada, sus elementos y
propiedades.

A continuacién, encontraras la Actividad 4 que debes desarrollar individualmente y con el uso del software
GeoGebra. Para el desarrollo de la Actividad 4 accede al archivo CAJA NEGRA 9 que esta disponible en la
plataforma Moodle del curso.

ACTIVIDAD 4

1. Abre el archivo Caja Negra 9. Alli encontraras un archivo con la construccion siguiente:
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2. Utilizala ‘ opcion (elige y mueve) para explorar la construccidn y completar la siguiente
tabla, describiendo tanto los objetos que se pueden mover directamente como los que

no se pueden mover directamente.

Lista de objetos que se pueden mover | Lista de objetos que no se pueden mover
directamente directamente

(Objetos dados)

3. Realiza trazos auxiliares (segmentos, rectas), mide angulos y distancias. Indaga sobre relaciones
entre objetos de la Caja Negra 9. A continuacion, describe los trazos auxiliares, las medidas que
hiciste y las propiedades que encontraste para determinar de qué tipo de isometria se trata y sus
elementos caracteristicos.

4. De acuerdo a lo explorado en el paso anterior, describa los pasos que se deben seguir para realizar la
construccion de la CAJANEGRA 9.

5. Realiza mediciones sobre los objetos de la construccion y construye conjeturas sobres:
a. Las longitudes de los lados del poligono dado y el poligono imagen.
b. La medida de los angulos internos del poligono dado y el poligono imagen.
c. Elarea de los dos poligonos.
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7.5. ANEXO 5: PRUEBA DE SALIDA

r» universipao  UNIVERSIDAD ICESI

&
ESCUELA DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
g IC E S I MAESTRIA EN EDUCACION

Curso: Matematicas para el disefio.
Profesor: Luis Fernando Azcarate Mesa. Fecha: noviembre 20 de 2018

Nombre del estudiante: Grupo:

Programa Académico:

PRUEBA DE SALIDA SOBRE CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS CON REGLA Y
COMPAS Y TRANSFORMACIONES EN EL PLANO (ISOMETRIAS)

1. A continuacion, encontraras una taba con dos columnas. En la primera columna hay un listado

de conceptos geométricos. En la segunda columna debes describir con tus propias palabras lo
que entiendes por cada uno de ellos.

Conceptos Descripcion

Rectas
paralelas

Rectas
perpendiculares

Mediatriz

Rotacidn

Traslacion

Isometria
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2. Marque con una X de acuerdo a si sabe (0 no) realizar la construccién indicada con reglay compas.

Construccion Silasé No la sé
construir | construir

Construir una recta paralela a una recta dada por un punto exterior
aella.

Construir una recta perpendicular a una recta dada por un punto
exterior a ella.

Construir la mediatriz a un segmento dado.

Construir el simétrico axial de un poligono dado respecto a un eje
dado.

Construir el simétrico central de un poligono dado respecto a un
punto dado.

Construir la rotacién de un poligono dado respecto a un punto y
un angulo dados.

Dado un poligono y su rotacion, hallar el centro y el angulo de
rotacion.

3. Dado el segmento AB de la figura, construya, con regla y compés, un cuadrado que tenga por
diagonal el segmento dado. Después de hacer la construccién describa el procedimiento utilizado.

Espacio para hacer la Espacio para hacer la descripcién
construccion
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4. A continuacién, encontraras una tabla con dos columnas. En la primera columna hay un listado de
transformaciones en el plano. En la segunda columna describa, con sus propias palabras, las
propiedades que conozca de cada transformacion.

Transformaciones Descripcion de propiedades
en el plano

Rotacion

Traslacion

Simetria axial

Simetria central

5. Al poligono A'B'C'D' de la figura es una traslacion del poligono ABCD . ;Cuél de los siguientes
es el vector de traslaciéon?
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6. Considere el siguiente diagrama para responder las preguntas 6.1y 6.2.

6.1. En la figura anterior, si se hace una reflexion respecto a la recta L, ¢cual de los siguientes
puntos es la imagen del punto A?

a() F b.() B

¢ E d) D

6.2. En la figura anterior, si se hace una simetria central respecto al punto D, ¢;cuél de los
siguientes puntos es la imagen del punto B?

a() A b.O

p O B dDc

7. Indique todas las isometrias posibles mediante las cuales el cuadrado A se puede transformar en
el cuadrado B. Haga explicitos los elementos que caracterizan cada una de las isometrias que

encontro.

10

Explicacion:
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8. Considere el triangulo AABC, llamado T, de la figura.

]
10
e
®
5 i~
® ® -"- .
T2 v‘
L
B
-10 5 0 5 10
a
T4
@ L
-5
e
®
-10
e

a. ¢Cual de los triangulos de la figura representa la reflexion del tridngulo A ABC respecto a la
linea y =—X?

b. T1 b. T2 c. T3 d. T4

b. Etiquete los vértices del triangulo imagen, escogido en la pregunta anterior, con los nombres
A'B'y C', segln correspondan a la imagen de los vértices A, By C.
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9. Indique cual de las siguientes isometrias se le aplicé al poligono ABCD para obtener el poligono
A'B'C'D'. Describa los elementos que caracterizan dicha isometria y haga una descripcion breve
de lo realizado para hallarlos.

&
B
@ o
4 Ao o C
2 °
D
2 0 2 4 G ] 10 12 14

Descripcion:

10. Altriangulo AABC de la figura se le aplica una simetria axial (reflexion) respecto a una linea recta
¢y se obtiene el poligono AA'B'C' . Encuentre el eje de simetria y describa el procedimiento
utilizado.

Descripcion:
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11. Escriba, en cada cuadrado libre, como se veria la reflexion de la exclamacion jSOL! respecto a cada
uno de los lados del cuadrado ABCD.

12. El cuadrado oA'B'C'D’ es la imagen del cuadrado cABCD después de realizar

a. Q Una traslacion.

b. O Una simetria axial respecto al lado BC.

c. () Una simetria central respecto al vértice B.

d. O Una rotacion con centro en el vértice B.
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