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2. Resumen

Las barreras y pozos de potencial cuanticos tienen multiples aplicaciones para representar
sistemas a escalas atomicas como semiconductores, materiales dpticos o enlaces quimicos. Si
bien estos sistemas se pueden resolver con la ecuacion de Schrodinger de manera exacta o con
aproximaciones numéricas y matematicas, sus metodologias resultan ser complejas, poco
intuitivas y muy particulares para cada caso que resulta dificil generalizarlo a otras formas de
potencial. Para ello, se emple6 el formalismo de espacio de fases para resolver la TISE en
sistemas de pozos y barreras rectangulares 1D. Se encontré que la funcion de onda W se puede
obtener mediante transformaciones lineales de figuras geométricas (elipses o rectas) que dan a
los estados cuanticos. Para el caso de la barrer, se obtuvo que la transmitancia se puede
representar como una razén de integrales de superficie de las elipses. Para el caso del pozo, se
encontro que los estados ligados estan dados por una ecuacion trascendental, cuya derivada da
como resultado una ecuacion diferencial. Se concluyd que los casos de barreras y pozos de
potencial se pueden analizar como un mismo sistema y que los estados ligados y los estados

resonantes corresponden al mismo estado conectado.

Palabras clave: espacio de fases, barreras de potencial, pozos finitos de potencial, transmitancia



3. Introduccion

‘Los sistemas de potenciales de barreras y pozos unidimensionales constituyen
representaciones importantes de sistemas fisicos cuya escala son lo suficientemente pequefia
para que los efectos descritos por la mecanica cudntica sean importantes, como las energias de

cuantizacion en sistemas confinados o el efecto tunel'»?

. Por ejemplo, la reduccion en el tamafio
de los semiconductores en transistores y diodos encontrados en chips de computadores (que
actiian como una barrera) ,como los MOSFET , a escalas de nandmetros han hecho que efectos
como fuga de potencial causada por el efecto tinel a través de la sean significativos, lo cual ha

provocado la necesidad de formular nuevos disefios de semiconductores®®. Fendmenos como

7 )8,9

desintegracion nuclear ’, asi como la microscopia por efecto tinel (STM)®” se estudian
empleando pozos y barreras de potencial. Por otra parte, el disefio de computadores cudnticos
dependen de potenciales de barrera para la creacion, manipulaciéon y mantenimiento de

qubits'®!!,

Para modelar los anteriores sistemas, es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger, cuya
solucion en mecanica cudntica da los eigenvectores (las funciones de onda 1) y eigenvalores
(las energias) que son vélidas del sistema'?. La funcion de onda 1 seglin la interpretacion de
Copenhagen de la mecénica cudntica, representa la distribucion de probabilidad de encontrar
una particula (de poco tamaifio y masa como el electron) a lo largo de un observable, como la

posicion x1.2.13,

Existen dos formas de la ecuacion, la dependiente del tiempo (TDSE) (eq.1) y la independiente
del tiempo (TISE) (eq.2). La primera incluye el pardmetro del tiempo permitiendo evaluar la
funcion de onda a través del tiempo, lo cual resulta muy util para sistemas donde la energia no
es constante, como el experimento de la doble rendija'?. Por otro lado, la ecuacion

independiente del tiempo (TISE) carece de este término y se aplica para sistemas estacionarios

1
l/J—lfl—l/J (1)
AHy=¢€y (2)

Ambas ecuaciones poseen una funcidon matematica conocida como el operador Hamiltoniano

H, que contiene la informacion de la energia total del sistema (eq.3). Esta energia se describe

8



como la suma de la energia cinética K y la energia potencial V, dadas por sus respectivos

operadores. El operador cinético K (eq.4) corresponde a la segunda derivada de la funcion de

2 ~
onda Y multiplicada por zh_m’ mientras que el operador de potencial V (eq.5) se encuentra

representado por una funcidon de potencial dependiente de la posicion.

~

H=K+7V 3)
A2 2

-~ _p° _ h° d

K= 2m  2mdx? (4)
V=v(x) (5)

Reemplazando eq.4 y eq.5 en eq. 3 da como resultado el Hamiltoniano en eq.6. Tras despejar

el operador hamiltoniano en la eq.2 , se obtiene la TISE en su forma comtinmente empleada

(eq.7):

H=——+V() (6)
max

2mdx 2

Y+V =&y (7)

Para sistemas simples como la barrera y pozos de potencial rectangular, la TISE puede
resolverse con métodos analiticos. En el caso de la barrera de potencial rectangular 1D de ancho

a , la funcion V (x) es una funcion escalonada como se muestra en la Ilustracion 1.

Para encontrar las funciones de onda 1 con diferente energia £ que pasan a través de dicha
barrera empleando métodos analiticos, en la literatura se propone dividir el espacio en tres
secciones diferentes (Seccion antes, dentro y después de la barrera) y resolver la TISE para
cada caso'*7!®. Esto da como resultado que i esté compuesta de tres funciones de onda, una
en el lado izquierdo del potencial ¥;, el centro del potencial Y. y el lado derecho Pg
(Ilustracién 1) . Para que sea una solucion valida, la funcion de onda neta debe cumplir con
las condiciones de continuidad, es decir, que la funcion de onda (eq.8 y 9) y su primera
derivada (eq.9 y 10) coincidan en los puntos de interseccion x = 0 y x = a (cuando inicia y

finaliza el potencial).



U(x) 4

v,

x

0 L

Iustracion 1: Diagrama del potencial de una barrera mostrando la funciéon de onda en la region incidente (y;),
la region central (;) y en la region transmitida (1) (openstax,s.f)!?

Y. (0) = (0) (8
Ye(a) = YPgr(a) €)
dy, _dyc
W by~ e (10)
dy. _dyc
o e A e (1)

Lo anterior produce un sistema de ecuaciones (eq.12) que se tiene que resolver para encontrar

la funcién de onda neta 1 (x)

P (x) = Ace™r* + A e~ hax
PY(x){ Py (x) = Bretko* + B e~thoX (12)
Y (x) = Cre' ™ + Coemtax

La anterior forma de resolver el problema analitico permite obtener la formula de transmitancia

cuéntica, la cual se expresa por la eq.13 o una variacion reorganizada de la misma '>!416;

1
T = 13
14 V¢ sin?(k,a) (13)

4E(E-T)
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Adicionalmente, varios autores han propuesto novedosos métodos que emplean la geometria
para solucionar los modelos de barreras y pozos rectangulares!’2°. Por otra parte, para
potenciales mas complejos (como potenciales curvados o gaussianas), se deben realizar
emplear aproximaciones numéricas o matematicas, como los métodos semiclasicos (que
incluyen WKB)?!"2*, A pesar de ello, los anteriores métodos presentan ciertos inconvenientes
y limitaciones: su planteamiento suele ser complejo , poco intuitivas y su disefio son muy
particular para el caso de estudio que limita su generalizacion a otras barreras o pozos de
potencial (son poco robustos). Adicionalmente, no proveen una solucion analitica cerrada para

los estados propios de la TISE para pozos de potencial rectangular

En vista a lo anterior, se propone modelar los sistemas cuanticos de barreras y pozos de
potencial 1D empleando el formalismo de espacio de fases, con el fin de obtener un modelo

que sea mas intuitivo y que permite la generalizacion de los pozos y barreras.
4. Metodologia

4.1. Sistema computacional
Las operaciones computacionales fueron programadas en el lenguaje “Wolfram language” y
ejecutadas en el programa Wolfram Mathematica 12.3. Se empled un computador personal
con procesador Intel Xeon W-2223 de cuatro nucleos, GPU Nvidia Quadro P2000, 72 GB de
memoria RAM y 1TB de almacenamiento interno, el cual se encuentra localizado en el

laboratorio de computacion cientifica de la Universidad Icesi.

4.2. Planteamiento de los modelos de barrera y pozo 1D en espacio de fases

La funcién de onda en espacio de fases se puede expresar como el vector W cuyo primer
elemento corresponde a la funciéon de onda Y (x) y el segundo a su primera derivada con

respecto a la posicion ¢ = P’ (x) :

w = (‘/’) (14)
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Ilustracién 2: Representacion grafica de una onda libre 1D 1(x) = cos kyx (izq) y su representacion eliptica
en espacio de fases (der)

Por lo tanto, la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo (TISE) se puede reescribir

en espacio de fases como una ecuacion matricial (eq.15), donde K es una matriz 2x2 que

contiene el término k = \/ 2m(8 — V(x)) (eq.16) que proviene de un reordenamiento de los

términos de energia £y potencial V(x) de la TISE . La matriz K contiene posee dos
eigenvectores, e; = (ik™1,1) que corresponde a la érbita inestable e e, = (—ik™1,1) ala

inestable.

Yo=Ky (15)

=% ) o

El valor de k varia de acuerdo con la funcion de potencial V(x). Para el caso de estudio de
potenciales y barreras rectangulares que inician en un punto x; = 0 y tienen un ancho a , la
funcién de potencial se expresa como una diferencia entre funciones escalonadas unitaria 0(x)

(eq.17, Tlustracion 3) que varian de acuerdo con el valor de su argumento como se muestra en

eq.18.
V(x) = VO(H(x) —0(x — a)) (17)
-0 2258 w

12



0 a

Ilustracion 3: Funcién de potencial V(x) en los dos diferentes modelos de estudio. (izq) Potencial de barrera con
Vo > 0. (der) pozo de potencial finito con V, < 0. En ambos el ancho de la region R, es Ax = a.

Los dos modelos para estudiar se diferencian de acuerdo al valor del potencial V en eq.16. El
modelo de barrera corresponda aquel donde V;, > 0 (Ilustracion 3, izq) mientras que el del
pozo finito cuando V; < 0 (Ilustracion 3, der). En ambos casos, el cambio de potencial a lo
largo de x permite dividir V(x) en tres regiones: Una region izquierda R; entre —oo < x < 0
conV = 0, una region central R¢ entre 0 < x < a con V = V,, y una region derecha Ry entre

a<x <oo.,

Lo anterior implica que el valor de k varia de acuerdo con la region analizada. En R; y Ry
donde el potencial es 0, k se puede expresar como un ko = vV2mé&, mientras que en la region

R donde se presenta el potencial, k se expresa como k; = /2m(E — V).

4.3. Propagacion de la funcion de onda en espacio de fases

Las funciones de onda W(x) que son solucion de la TISE en eq.15 se obtuvieron como el
resultado de la propagacion de una funcidon de onda inicial W(x;) (eq.19) en las tres regiones

aplicando una matriz de transformacion lineal U(x, x;, k) dada por la eq.20

W(x) = U(x;, x, k) P(x;) (19)

1
cos k(x — x;) Esin k(x —x;)

—ksin(k(x —x;) cosk(x—x;)

U(x,x;, k) = (20)

13



Donde x es la variable de posicion y x; el punto donde comienza la barrera. La matriz
U(x, x;, k) genera un campo vectorial que deforma la funcidon de onda siguiendo las lineas del
campo. En los casos cuando la energia de W(x) es mayor que el potencial (€ > V), k € Ry
por lo tanto los elementos de eq.20 permanecen como senos y cosenos que generan un campo
eliptico (Ilustracion 4,izq). Por otro lado, cuando € <V, , k € Cy por lo tanto los elementos
de eq.20 se vuelven funciones senos y cosenos hiperbdlicos que dan lugar a un campo

hiperbolico (Ilustracion 4, der)

>Ry » (!

WNSZ | T Zs
W1 | 177220\
N | | N

Tlustraciéon 4: Campo vectorial eliptico en espacio de fases generado por la matriz U(x, x;, k) cuando € >V,
(izq.) y campo hiperbdlico generado cuando € < V(der). La linea roja representa la orbita estable de la
hipérbole dada por el eigenvector e; = (—ik;, 1) mientras que la linea negra la orbita inestable dada por e, =

(tky, 1)

La propagacion en espacio de fases de W(x;) en la barrera y pozo de potencial fue analizada
como casos por separado debido a las diferencias en la condicion inicial como el de la matriz

de propagacion U(x, x;, k).

4.3.1. Barrera de potencial
La funcion de onda W fue calculada en las tres regiones R;, Rc y Rg y posteriormente
concatenadas. Para ello, primero se consider6 una funcién de onda inicial Wy (x;, ¢) dentro de

la region R; como aquella que no se ve afectada por ninglin potencial, por lo que en espacio

de fases se puede expresar como una familia de condiciones iniciales dada por la eq.21

14



cos(ko) ) 1)

q’]_,(xir ¢) = (_kO Sin(k0¢)

Siendo @ la fase de la funcion de onda que se encuentra definida en un rango de 0 < ¢ < i—ﬂ
0

Al propagar W, (x;,¢) de izquierda a derecha (L — D), toda la funcién de onda que se
encuentra en R se obtiene al reemplazar eq.21 en eq.19 dando la eq.22, donde la matriz de

propagacion unitaria se puede expresar como Uj (x) tras reemplazar k = k, (eq.23)

W (x) = Up(x)¥L(x;) (22)

cos ko(x — x;) k—sinko(x —X;) (23)
0

—kgy sin(ko(x —x;)  cosky(x —x;)

Up(x) = U(x, x;, ko) =

La funcion luego se propagoé en la region del potencial R, para obtener W, (x) al reemplazar
Y, evaluado en x = x; = 0 (el extremo izquierdo de la barrera de potencial) en eq.19 dando la
eq.24, siendo la matriz de propagacion unitaria en la region central expresada como U (x) tras

reemplazar k = k; y x; = 0 (eq.25):

Ye(x) = U (x)¥L(0) (24)

1
Ue(x) = U(x, 0, k) = cosk;x k—lsm kix (25)

—kysink;x cosk;x

Tras deformarse en la region dentro del potencial, la funcién de onda Wy en la region después
del potencial Rp se obtuvo al evaluar W, evaluado en a (extremo derecho del potencial) en

€q.19, como se muestra en eq.26, con la matriz Ui (x) dado por la eq.27.

Wr(x) = Ur(x)¥c(a) (26)

cosky(x —a) k—sin ki(x —a)
0

—kosinky(x —a) cosky(x —a)

UR(x) = U(x' 0, kO) = (27)

15



4.3.1. Pozo finito de potencial

En los pozos finitos de potencial, se analiza por separado las funciones de ondas de los estados

no ligados W* que se encuentran por encima del pozo y los estados ligados W? dentro del pozo.

4.3.1.1. Estados no ligados

En los estados no ligados se da la condicion que E* > 0, por lo tanto, el campo en las tres
regiones siempre sera eliptico. Como consecuencia, el modelo de propagacion de la funcion de
onda W es muy similar al caso de la barrera de potencial, por lo que se obtiene formulas de

propagacion a eq.22 en R, €q.24 en R, y €q.26 en Ry con las mismas matrices

P (x) = U ()WL (x) (28)
P (x) = U ()P (0) (29)
Pr(x) = Ur(x)¥¢ (a)

= Ur(0)Uc(a)¥¢ (0) (30)

4.3.1.2. Estados ligados
En los estados ligados, V, < £? < 0, por lo que en R, y Ry el campo vectorial es hiperbdlico.

Por lo tanto, se toma como condicién inicial la funcién de onda WP (x;) evaluada en x; = 0

dada por la eq.31:
1
w2 = (_y, ) (31)

Donde WP (0) corresponde a un segmento de recta. La propagacion de WP (0) en la region

antes del pozo R, se realiz6 aplicando la eq. 32, con la matriz de propagacion dada por eq.23
WP (x) = UL (x)¥/ (0) (32)

En la region del pozo R, la propagacion de la condicién inicial WP (0) = W2 (0) se realizd

aplicando la eq.33, con la matriz de propagacion dada por eq.25. Para que la funcion de onda

16



sea un estado valido, se debi6 garantizar que en el extremo derecho del pozo cuando x = a ,¥,

debe coincidir con el eigenvector de la 6rbita estable e,.

W2 (x) = Uc(x)%2(0) (33)

¥i(a) = e; (34)

En la region después del pozo Rg, la propagacion de la funcion W2 (a) se realizo6 aplicando la
eq.35, con la matriz de propagacion dada por eq.27:

YR (x) = Ur()WE(a) (35)
5. Resultados y discusion

5.1. Propiedades de la matriz de propagacion unitaria

Se encontr6 que la matriz de propagacion unitaria realiza una transformacion lineal que
preserva el area del espacio de fases, esto se debe a que detU(x, x;, k) = 1. Asi mismo, la
matriz se puede descomponer en transformaciones lineales més basicas:

U(x;, x,k) = S™1(k)R(0)S (k) (36)

Siendo R(@) la matriz de rotacién dado por eq.37 con 6 = k(x — x;) y S(k) la matriz de

estiramiento dado por eq.38.

__(cosB sinf
R(®) = (— sinf cos 9) (37
sw=(1 9 -

5.2. Propagacion en la barrera de potencial

Para el caso de la barrera de potencial en la region R, , se obtuvo que la funcion de onda ¥,

(eq.39) propagada por eq.21 en toda la region resulto ser invariante con respecto a la funcion

17



de condiciones iniciales W, (x;) (eq.20) . Esto se debe a que las lineas de campo en espacio de
fases en R son elipticas en x < 0y coinciden con la elipse dada por eq.22 (Ilustracion 5, izq),
por lo que inicamente produce una rotacion invariante a lo largo de x. La representacion grafica
de la elipse a lo largo de x < 0 (Ilustracién 6) se puede ver como una geometria cilindrica
(region verde izquierda) que se conserva en dicho rango.

cos ko(x — x; + ¢p) ) (39)

Pu(x) = <—k0 sinky,(x — x; + @)

N
<

Iustracion 5: Representacion en espacio de fases de W(x) a través de una barrera de potencial para € < V. (izq)
En la region R, el mapa eliptico produce una elipse invariante en rojo. (centr) Cuando entra a la regiéon central
de potencial R, el mapa hiperbolico produce una rotacion y deformacion de la elipse en azul. (der) Después de
salir del potencial en Rp, el mapa eliptico produce que la elipse saliente (en azul, discontinua) rote a favor de las
manecillas del reloj y se deforme (en azul continua).
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Tustracion 6: Funcion de onda W(x) propagada a través de una barrera de potencial en espacio de fases

Se encontré que los ejes semimayores y semimenores de la elipse invariante W, estan dados

por eq.40 y eq.41 respectivamente, los cuales son paralelos a los ejes cartesianos. En el caso

de & > ﬁ, con ky > 1y eleje semimayor se encuentra paralelo a la ordenada (eje Y), mientras

quesi €< ﬁ, con ky < 1y por lo tanto sera paralelo a la abscisa (eje X).

a; = max(1, ky) (40)
b, = min(1, ky) (41)

Se obtuvo que la primera y segunda excentricidad de la elipse Wy (x;, ¢) esta dada por eq.42 y

eq.43 respectivamente:

o
e, = (1 - b—;)z (42)
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1
a? 2
e = <—§ -~ 1) (43)

Lo cual permiti6 definir el perimetro P, y el area de la elipse A; como:
P, =4a, E(e,) (44)
A, = 2a} T(—e}?0) (45)

Donde E(e;) y H(eiz, 0) son integrales elipticas de segundo y tercer grado respectivamente
que dependen de las excentricidades. Al evaluar A; se obtuvo que A; = mk,, cuya area

siempre se preserva debido a que det U(x, x;, k) = 1.

Al comienzo de la region central Re, W, (0) deja de ser invariante por el efecto del potencial.
Se encontr6 que en los casos cuando € <V, el mapa hiperbdlico en R, deforma W, de dos
maneras distintas (Ilustracion 5,centro): Rota la elipse y la estira siguiendo la orbita inestable
dada por e;. Como consecuencia, el semieje mayor a se alinea con ey mientras que el
semimenor se vuelve perpendicular al mismo. Este comportamiento de W, estd dada por la
eq.46

kosink,(x — x;) sinky¢
k, (46)
—kq cos ko sink, (x — x;) — ko cos ky (x — x;) sin(ky)

W, (x) = cosk,(x —x;)coskyp —

Por ultimo, en la region Ry después del potencial, el mapa vectorial Uy vuelve a ser eliptico
idéntico a U, en la region R;. Sin embargo, debido a la deformacion que sufrid la elipse en
R, el efecto ya no es el mismo que en R; y por lo tanto Wi (x) no es invariante. Al propagar
Y.(a) = Wg(a) alo largo de Ry, W (dada por eq.47) rota a lo largo de las lineas de campo
eliptico mientras que al mismo tiempo sus ejes semimayor a y semimenor b se deforman, ya
sea comprimiéndose o estirandose de acuerdo con la posicion x (Ilustracion 5.der). Eso se nota
mejor en la Ilustracion 6, donde las transformaciones generan un cilindro eliptico deformado

(similar a un tornillo) en la region naranja después del potencial.
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La propagacion anterior descrita por eq.47 fue resultado de reemplazar eq.24 en eq.26, esta
ultima se puede reescribir alternativamente como la aplicacion de sucesiva de la matriz U, (a)

y Ur(x) sobre la funcion W, (0).
Wr(x) = Up(x)Uc(a)¥c(0) (47)

Todo lo anterior permite definir la funcion total W(x) a través de todo el espacio como la

concatenacion de Wy, We y Wg (eq-48). Sibien W(x) esta definida en x € R, se encontrd que

Y, v Wy presentan periodicidad cada xy = i—n , por lo que para facilitar su analisis, ¥(x) se
0

puede restringir al dominio —xy < x < a + xy como se muestra en la Ilustracién 6 .

Y(x) si —xg<x<0
Y(x) =< Pe(x) si 0<x<a (48)
Ye(x) si a<x<a+x

5.3. Formula de transmitancia cuantica

La férmula de transmitancia fue encontrada empleando integrales de superficie de la elipse en
espacio de fases. A diferencia del area A que se conserva en todas las transformaciones, el
perimetro P de la elipse varia entre R;, Rcy Rp (como se observa en Ilustracion 5 e
[lustracién 6), lo cual permitid6 emplear esta propiedad como un pardmetro que permite

diferenciar W(x) en la region antes y después del potencial

En la Ilustracion 6, se observa geométricamente como la funciéon ¥, en verde tiene menor
perimetro que Wy en naranja. Por lo tanto, W, corresponde a la funcidon de onda que se transmite
a través de la barrera (y por lo tanto posee un menor perimetro) y W aquella que se refleja
(con mayor perimetro). Empleando integrales de superficie, estos perimetros se pueden

representar como 8y, (€q.49) en R, del potencial y 8y (eq.50) en Rp.

2

suko) = | dx [ Y dp |5 (49)

X0 0 d¢
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a+xg ¢)f d‘PL 2
Sr(ko, ky,a) = f dxf do ||w (50)
X0 0
Donde ¢ = i—: Tras evaluar las integrales se obtuvo que:
SL=2m?(1+ k) (51)
L
Sr = oz (ki + k§)? — (ki — k§)? cos(2ak,)) (52)
4kTkg

Donde 'SL < SR'

Puesto que la barrera de potencial es simétrica, se encontré que la transmitancia de la funcién
de onda depende de dos procesos, la propagacion de L - R y L « R. En ambos casos, a una
misma £y V, en ambos casos la funcién de onda transmitida posee la misma integral de
superficie 8y, y la reflejada Sg, lo que conlleva a que se tiene el mismo escenario duplicado.
Si se considera que la transmitancia es la razén entre la superficie transmitida S, sobre la
superficie incidente (la suma entre la transmitida y la reflejada, es decir Sy, + SR), al tomar en
cuenta ambas direcciones la superficie total transmitida es 25;,. Como consecuencia la formula
de transmitancia estd dada por eq.53, que al despejar S, y Sg da eq.54 , la cual coincide con la

formula reportada en la literatura.

28
T(E a) = 5 +]:SR (53)
T(E, a) = -V (54)

4E(E-V) +VZsin? ka

En el caso de £ =V, eq.54 se indetermina, por lo que su valor esta dado por el limite en eq.55

2 —1
ma V) 55)

T(V,a) = él_r};l/ T(E a) = <1 + 5

5.4. Estados no ligados del pozo de potencial
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Las funciones de onda de los estados no ligados $* en R , R y Ry resultaron ser idénticas
a las obtenidas en eq.39, eq.46 y eq.47 respectivamente. Asi mismo, se obtuvo que la formula
de transmitancia dada por eq.54 se cumple para todo pozo V, < 0 siempre y cuando € > 0, lo

cual se cumple en todos los estados no ligados.
5.5. Estados ligados del pozo de potencial
Al propagar W2 (0) en la region R, se obtuvo que la funcion WP (x) esta definida por la eq.56:

PP (x) = e~ ¥ YP(0) (56)
La cual se representa como una recta que se encuentra en la 6rbita inestable dada por el
eigenvector eq (Ilustracion 7,izq). A medida que se desplaza hacia la izquierda en el limite
x — —oo, la longitud de W7 se reduce hasta colapsar en el origen ¥* = (0,0) como producto
del campo hiperbdlico que al desplazarse en sentido contrario (L « R) produce una compresion

de los puntos sobre ej.

En la region del pozo R, la propagacion de la condicion inicial produce una funcion de onda
W2 dada por eq.57. En esta region, la funcién de onda entra en el campo eliptico que genera
una rotacion de la recta a favor de las manecillas del reloj entre 0 < x < a como se ve en la

Tlustracion 7 central.

ikysink,(x — x;)
ky (57)
—i kycosk,(x —x;) —kysink;(x — x;)

WP (x) = coski(x —x;) —

(2 ¥ 1

Tlustracién 7: Representacién de la funcion de onda ligada WP (x) vélida de un pozo de potencial finito con £ =
—17.3yV = —22.5.(izq) En laregion R, el mapa hiperbdlico produce una recta que se alinea con el eigenvector
inestable e;. (centr) Cuando entra a la region central R, el mapa eliptico produce una rotacién de la recta a
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favor de la manecillas del reloj (azul). (der) Al entra nuevamente en el mapa hiperbolico, la recta (azul) se alinea
con el eigenvector estable e, que comprime la funcién de onda.

En la region Rpdespués del pozo de potencial, el campo se vuelve nuevamente hiperbolico y
dependiendo del valor de £ habran dos resultados distintos: Si la energia es tal que la recta no
queda alineada en la 6rbita estable dada por el eigenvector e, cuando x — oo la recta tendera
a alinearse con ey y por lo tanto divergira, lo que conlleva a que ese valor de energia no
produzca una funcion de onda valida. Si € es tal que la recta se alinea con la 6rbita estable e,
(Tlustracion 7,der), la longitud de WZ se reducira hasta colapsar en el origen W* (similar a lo
que ocurre con WP). Esto wiltimo produce una funciéon de onda W2 y &P validos para un

potencial V.

Como consecuencia, se obtuvo un sistema de dos ecuaciones dado por eq.58 cuyas soluciones
corresponden a la combinacion E2 y V que producen estados validos dentro de la region del
pozo. Tras despejar (cos k;a,sink,;a)T en eq.58 se obtiene eq.59 que a su vez al reorganizarla

producen la ecuacion trascendental eq.58.

[ cos kla 1
) smk1a +(ik0> (58)
_lko
(cos kla) L1 <k§ + kf) (59)
sinkya/ T ki — k% \ 2ikok,
2i kok
tank,a = —Z—O; (60)

Se obtuvo que las soluciones de la ecuacion trascendental corresponden a los estados ligados

EX (V) del pozo los cuales se representan como lineas rojas en Ilustracion 8. Eq.60 presenta
: . 4
discontinuidad cuando k2 + k? = 0, lo cual ocurre cuando E2 = 7 ¥ se representa como la

intercepcion entre las lineas rojas y la recta gris en la [lustracion 8.

5.6. Coeficiente de transmision y ecuacion diferencial
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Tlustracién 8: Diagrama de las energias de los estados ligados EZ (rojo) y no ligados E¥ (negro,estados
resonantes), para una barrera y pozo rectangular. Ambos estados coinciden en el eje € = 0 .La extrapolacion de
los estados resonantes £} en la zona € < 0 se representa en negro discontinuo.

Se logro identificar una relacion general entre el caso de transmitancia de la barrera de
potencial, los estados no ligados E¥ y ligados E2 del potencial que permite conectar los
modelos de la barrera y de pozo de potencial como un mismo problema. Esta relacion se

muestra en la Ilustracion 8.

Se encontrd que los casos de maxima transmitancia dados por la eq.54 en las barreras de
potencial coinciden con los estados resonantes no ligados £, del pozo, los cuales se representan

como una linea negra continua en la Ilustracion 8. Estos estados resonantes £}/ son obtenidos

2
cuando la derivada de la eq.54 cumple con la condicion Z—Z = 0 y su segunda derivada % <

0, lo cual corresponde con los estados méaximos de la funcién de transmitancia que se pueden

expresar como la eq.61.

Ey=V+Y, v=20,12,.. (61)
2.2
Para todo potencial V > =V}, , con V, = ;mZZ' Eq.61 se satisface para todo £ > 0.
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Por otro lado, se encontrd en la region del pozo (€ < 0y V < 0), la diferenciacion implicita
de la ecuacion trascendental eq.60 resulta en una ecuacion diferencial de primer orden para los

estados ligados de energia:

ded  ay—2méE] (2E) —V)* + 2VEL cos® kya

(62)
av. q/-2med (2€h - V)2 + 2V2 cos? k,a
La cual se encuentra definida para V < —V, con v =0,1,2, ... . Eq.62 posee condiciones de
fronteras definidas por €q.63 y condiciones de fronteras asintoticas dadas por eq.64
E)(=V) =0 (63)
lim (€7 (V) = V) = Vyuu
3+1 -V (64)

Eq.63 y eq.64 muestra la conexion entre los estados ligados E? y no ligados E%. Se encontrd
que en los puntos (&,V) = (0,14,), los estados no ligados £ y estados ligados £}/, ; se conectan
entre ellos, como se muestra en la [lustracion 8. Por lo tanto, se puede ver que el estado ligado

es una continuacion del estado resonante como se muestra en €q.65.

by siv

by siv (65)

gv(V) = {

6. Conclusiones

Se logro presentar por primera vez (hasta donde se tiene conocimiento) un esquema que unifica
dos problemas frecuentemente analizados en la literatura por separado: la barreras y pozos
cuadraticos de potencial en 1D. Asi mismo, se obtuvo una ecuacion diferencial de la energia
de estados ligados con respecto al potencial que resulta ser mas efectiva que la TISE para
encontrar las energias validas en el caso estudiado. También se consiguid obtener una ecuacion

diferencial dependiente del tiempo donde
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