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Resumen

Estainvestigacion tiene el objetivo de analizar como |a ensefianza de | as razones
trigonométricas por medio de una secuencia didactica que involucra pruebas pragmaticas en
un ambiente de geometria dinamica con “GeoGebra”, puede desarrollar la competencia
matematica de razonamiento de |os estudiantes de grado 10° de lainstitucion educativa Liceo
Departamental de Cali, en € afio lectivo 2019. Para acanzar este objetivo la investigacion
sigui6 un enfoque metodol 6gico cualitativo de al cance descriptivo, desde |a perspectiva de un
estudio de casos, como |o sugiere la metodol ogia de investigacion de la Ingenieria Didéactica.

Como uno de los hallazgos més importantes, se tiene la conclusion que establece que
los estudiantes no tienen tantas dificultades en el desarrollo de la competencia de
razonamiento matematico (en especia en el proceso de visualizacion), sino mas bien, que
las dificultades se presentan es en el desarrollo de la competencia de comunicacion
matematica. Al trabgjar las razones trigonomeétricas con |las actividades mediadas por
Geogebra, se pudo observar que los estudiantes en general, si analizan y visualizan las
propiedades y relaciones existentes entre |os conceptos y las figuras, pero se les dificulta

usar el lenguaje apropiado para expresar sus ideas de manera correctay formal.

Palabras Clave: Educacion matemética, razones trigonomeétricas, ambiente de

geometria dinamica, aprendizaje por descubrimiento, visualizacién, pruebas pragmaticas.



Abstract
This research aims to analyze how the teaching of trigonometric ratios by means of adidactic
sequence that involves pragmatic proofsin a dynamic geometry environment with
“GeoGebra”, can develop the mathematical reasoning competence of the 10th grade students
of the educational institution Liceo Departamental from Cali, in the school year 2019. To
achieve this objective, the research followed a qualitative methodological approach of
descriptive scope, from the perspective of a case study, as suggested by the research
methodology of Didactic Engineering.

As one of the most important findings, there is the conclusion that the students usually
do not have as many difficulties in developing the mathematical reasoning competence
(especialy in the visualization process), but rather, that the difficulties present are in the
devel opment of mathematical communication competence. By working the trigonometric
ratios with the activities mediated by Geogebra, it was observed that the students in general,
do analyze and visualize the properties and relationships between the concepts and the figures,
but they find it difficult to use the appropriate language to express their ideas correctly and

formally.

Key Words: Mathematics education, trigonometric ratios, dynamic geometry environment,

discovery learning, visualization, pragmatic proofs.
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Introduccion

El presente documento expone |os elementos tedricos, |os aspecto técnicosy los
resultados del trabajo de grado “Aprendizaje de las razones trigonométricas a partir de pruebas
pragméticas en un ambiente de geometria dindmica”, cuyo titulo sugiere implicitamente un
proceso de disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia de situaciones problemao
conjunto de actividades en clase para ensefiar |as razones trigonométricas, mediadas con un
recurso tecnol 0gico especifico.

Asi pues, se aclaraque las actividades se disefiaron desde el amplio enfoque didactico
de la Resolucion de Problemas, integrado con el enfoque pedagdgico del aprendizaje por
descubrimiento, y en particular se aplica la técnica de aprendizaje colaborativo reconocida
como resolucion de problemas por parejas pensando en voz alta (RPPPVA). Con el desarrollo
de estas actividades se intenta favorecer |0s procesos de exploracion, visualizacion,
justificacion y construccion activa del conocimiento por parte de los estudiantes, y estan
asociadas con la apropiacion de las pruebas o justificaciones de las relaciones entre las lineas
trigonomeétricas asociadas a cada razén trigonomeétrica con las curvas de las funciones
trigonométricas. Por esta razon, el planteamiento didactico de las actividades disefiadas, se
basa en |o expresado por Nicolés Balacheff (2000) sobre las pruebas pragmaticas, como uno
de los procesos de prueba utilizado por |os estudiantes de matematicas.

El enfoque metodol 6gico a seguir para el proceso de recoleccidn, sistematizacion y
andlisis de datos es €l de unainvestigacion cualitativa, siguiendo la estrategia de estudio de
casos. Por |o tanto, entre |as diversas perspectivas metodol 0gi cas especificas parala
investigacion en Educacion Matematica, que se integra con este tipo de estrategia se escogio la
delaIngenieria Didactica. En consecuencia, €l marco tedrico de estainvestigacion presenta

los elementos necesarios para establecer el adecuado andlisis preliminar, la concepcién y €
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anaisisapriori de las actividades de la secuencia didactica. Entre ellos se tienen en cuenta
todo lo relacionado con |os aspectos del orden matematico, historico-epistemol ogico,
didéactico, curricular y tecnol6gico. Luego se redlizala etapa de implementacion, y por ultimo,
la etapa de analisis de resultados (a posteriori) y evaluacion.

L as actividades de la secuencia didéactica se disefiaron haciendo uso de un Software o
Sistema de Geometria Dinamica (S.G.D), muy conocido en la actualidad, [lamado Geogebra.
Por |o tanto, también se tuvieron en cuenta las consideraciones tedricas sobre |a ensefianza de
la demostracion en geometria (usando pruebas pragméticas) mediada por un S.G.D. desde su
ambito didactico y curricular.

Al final, con base al andlisis de los resultados, se logra confirmar la hipotesis de esta
investigacion, respecto a desarrollo de la competencia matematica de razonamiento y €l
proceso de visualizacion, mediante |a secuencia didéctica implementada con | os estudiantes.
Ademas, en dicho andlisis al evaluar los procesos de soluciéon realizados por |os estudiantes,
quedo expuesto un posible problema de investigacion a futuro, relacionado con € desarrollo
de la competencia de comunicacion mateméatica.

L a secuencia didécti ca resultante de esta investigacion se pondra a disposicion del
publico, tanto los archivos de figuras en Geogebra, como las respectivas guias-taller por medio
de la plataforma de Geogebra.org en la seccion de recursos. Por Ultimo, se esperaque €l
planteamiento tedrico, |a secuencia didéactica disefiada, € proceso de sistematizaciony las
conclusiones obtenidas en este trabajo, sean de interés para todos |os colegas, en especial, para
aquellos que tienen la mismainquietud profesional por innovar sus practicas pedagdgicas,
comprometidos con latarea de la ensefianza de las matematicas; y en particular dela

geometria, en la educacion bésicay media.



1. Planteamiento del problema

En laInstitucion Educativa Liceo Departamental, de acuerdo al Informe por colegio
2017 de resultados de las Pruebas Saber de 9° (aplicadas €l 2016), se evidenciaen e areade
M atematicas una problemética en cuanto al desempefio de |os estudiantes en las competencias
(comunicacion, razonamiento y resolucion) relacionadas con |os aprendizajes propios del
pensamiento espacia y los sistemas geométricos. En la competencia de comunicacion el 41%
de los estudiantes no identifican caracteristicas de gréficas cartesianas en relacion con la
situacion que representan, en la competencia de resolucion el 32% de |os estudiantes no
resuelven ni formulan problemas usando model os geométricos y en la competencia de
razonamiento e 41% de | os estudiantes no argumentan formal e informalmente sobre
propiedades y relaciones de figuras planas y solidos, (MEN-Icfes, 2017.pp. 16-18). Con lo
anterior, se puede afirmar que existe una posible falencia ya sea de caracter curricular o
didéactico, causante de un bajo desemperio de |os estudiantes de grado 9° en las competencias
gue se relacionan con |os conceptos, procesos y objetos propios de la geometria escolar.

Al respecto, en lainstitucién educativa se ha venido trabagjando desde € afio 2016 la
actualizacion de los planes de estudio de acuerdo alas exigencias realizadas por el MEN
siguiendo los dos documentos oficiales parala organizacion curricular: Lineamientos
Curriculares y Estandares Basicos de Competencias, asi como |os documentos de referencia:
Derechos Béasicos de Aprendizaje y Mallas de Aprendizaje. Por ggemplo, se propuso (sin
llevarse a cabo) como en noveno, separar una hora de las seis que tiene ala semana € areade
matematicas, paratrabajar solo geometria en grado sexto a octavo. Sin embargo, en cuanto a
las précticas de ensefianza cotidianas de |os docentes, alin hay mucho trabajo por hacer para

reformular |a ensefianza tradicional de la geometria, y en especia de latrigonometria.
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Entonces, para aportar alatarea de meorar la ensefianza de la geometriaen lal.E.
Liceo Departamental, |a presente propuesta de investigacion plantea la problematica de la
ensefianzatradicional (cuyo énfasis es més algebraico que geométrico) de las razones
trigonométricas, objeto matemético que se trabagjaen e primer periodo académico de grado
10°, de acuerdo al Plan de Area de Mateméticas de la institucion, que sigue lo propuesto por
los estandares béasi cos de competencias del MEN (2006).

Respecto a la problemética de la ensefianza tradicional de |as razones trigonométricas
se presenta, como referente a nivel académico formal, 1o expresado en latesis doctoral de
Fialo (2010):

Latrigonometria es un tema complicado e interconectado que llevaaquelos

estudiantes tengan que estar cambiando |as definiciones dadas para las razones

trigonomeétricas de acuerdo a enfoque y contexto planteado. Por ggemplo, al cambiar
del estudio de las razones trigonométricas en € triangulo rectangulo a plano
cartesiano, se cambia de una definicion geomeétrica a una definicién analitica, se
cambiade analizar los valores de los lados del triangulo rectangulo a analizar los

valores de las coordenadas del plano y € radio de lacircunferencia. (p. 45)

Ademas, se resefia €l trabgjo de Arenas et a. (2012), quienes realizaron una
investigacion con estudiantes entre los 15 y 17 afios, cuyo resultado origind la siguiente
clasificacion de las dificultades que tienen |os estudiantes en el proceso de aprendizaje de las
razones trigonométricas:

1. Dificultad parareconocer, construir y representar propiedades y elementos
geométricos asociados a problemas, en los que se involucran las razones

trigonomeétricas.
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2. Dificultad pararedlizar |as traducciones entre | as distintas representaciones de las
razones trigonométricas, a partir de los datos dados en €l problema.
3. Dificultad para construir transformaciones sintacticas de |as razones trigonométricas

en una misma representacion, a partir de los datos dados en € problema. (p. 361)

La primeradificultad mencionada se refiere ala estructura conceptual (conceptos,
procedimientos y destrezas que requiere un estudiante para solucionar unatarea) de las
razones trigonométricas de un angulo, y las dos ultimas dificultades hacen énfasis en las
relaciones generadas en | as traducciones entre los diferentes sistemas de representacion.

Teniendo un panorama de las probleméticas que se presentan en |os procesos de
ensefianzay aprendizaje de |as razones trigonomeétricas, que podrian ser |0s mismos que estén
teniendo los estudiantes del Liceo Departamental, se precisa que esta investigacion expresa un
interés especia por el disefio de una secuencia didactica, desde el enfoque metodoldgico de la
microingenieria didactica, haciendo énfasis en las consideraciones tedricas que se deben tener
en cuenta para su realizacion, es decir, un analisis apriori desde las dimensiones matematica,
histérica, didéctica, curricular, pedagdgicay tecnol bgica.

Con lo anterior, se disefia una alternativa metodol 6gica para |a ensefianza-aprendizaje
de las razones trigonométricas con |os estudiantes de grado 10° delal.E. Liceo
Departamental, en la que se involucran pruebas pragmaticas (entendidas segin lo expuesto
por Balacheff, 2000) en un ambiente de geometria dinamica con GeoGebra (software
educativo de licencialibre instalado sin dificultades legales en los computadores de las salas
Tit@ de lainstitucion educativa).

Cabe aclarar que lafinalidad de lainvestigacién no es solo disefiar e implementar una

secuencia didactica para la ensefianza de | as razones trigonométricas, sino que € interés de



estainvestigacion se centrara en €l aprendizaje, es decir, en analizar |os comportamientos y
respuestas que produce en los estudiantes € trabajo con las actividades propuestas,
evidenciando lo relacionado con el desarrollo de la competencia de razonamiento matemati co,

y en especial con el proceso de visualizacion.

1.1. Formulacion del problema

El problema que dirige e desarrollo de estainvestigacion se plantea mediante la
siguiente pregunta: ¢Como una secuencia didactica que involucra pruebas pragmaticas en un
ambiente de geometria dinamica con GeoGebra, parala ensefianza de las razones
trigonométricas, desarrollala competencia matematica de razonamiento geomeétrico en los

estudiantes de grado 10° delal.E. Liceo Departamental de Cali, en el afo lectivo 2019?

1.2. Hipotesis

Una secuencia didéctica para la ensefianza y aprendizaje de |as razones trigonométricas
en la que se plantea a los estudiantes una serie de actividades mediadas por un ambiente de
geometria dinamica (que facilitala manipulacion de |os objetos geométricos), donde los
estudiantes exploren, visualicen y conjeturen sobre |as propiedades y relaciones dadas entre
los conceptos y las figuras propuestas, permitira analizar como se desarrollala competencia
matematica del razonamiento, y en especial € proceso de visualizacion. Se esperaque €
desarrollo de dicho proceso, y la competencia matemética respectiva, se produzca cuando los
estudiantes asocien |0s conceptos previos que poseen, con las propiedadesy las relaciones
geométricas gque se presentan en las figuras dinamicas mostradas en la pantallade la

computadora, para expresar respuestas adecuadas a las preguntas planteadas.
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1.3. Objetivos
Para direccionar el desarrollo de lainvestigacion se plantea e siguiente objetivo general

Yy Sus respectivos objetivos especificos.

1.3.1. Objetivo general

Establecer en qué forma una secuencia didactica que involucra pruebas pragmaticas
en un ambiente de geometria dindmica con GeoGebra, para la ensefianza de | as razones
trigonométricas, desarrollala competencia matematica de razonamiento geomeétrico de los

estudiantes de grado 10° delal.E. Liceo Departamental de Cali, en el afio lectivo 2019.

1.3.2. Objetivos especificos
Diagnosticar €l estado de la competencia matematica de razonamiento geomeétrico y
del aprendizaje de | as razones trigonométricas en | os estudiantes de |os grados
noveno y décimo delal.E. Liceo Departamental de Cali en € afio lectivo 2018.
Disefiar e implementar una secuencia didactica para la ensefianza de | as razones
trigonomeétricas, que permita el desarrollo de la competencia del razonamiento
geométrico, apartir de pruebas pragméticas en un ambiente de geometria dinamica
con GeoGebra.
Evaluar laimplementacion de la secuencia didéctica para la ensefianza de | as razones
trigonométricas, a partir de pruebas pragméticas en un ambiente de geometria
dinamica con GeoGebra, determinando alcances y limitaciones de la misma para el
desarrollo de la competencia matemética de razonamiento geomeétrico, en los

estudiantes de grado décimo delal.E. Liceo Departamental de Cali del 2019.



1.4. Justificacion

Como se menciond en ladescripcion del problema, en la Institucion Educativa Liceo
Departamental de Cali desde el afio 2016 se evidencia en |os resultados de |as Pruebas Saber
de Grado 9° (MEN-Icfes, 2017), unafaenciaen € aprendizaje de |os conceptos, procesosy
objetos geomeétricos. Del mismo modo, desde el afio 2017, |os resultados académicos en €l
area de Mateméticas (Trigonometria) para el primer periodo académico, indican que cerca del
35% de | os estudiantes de grado 10° tuvieron un bajo desempefio (valoracion entre 1,0y 2,9
en escalade 1.0 a5.0). Por lo tanto, pensar en unaformadistintaalatradiciona para ensefiar
un temafundamental de las matematicas escolares, como lo es “las razones trigonométricas”,
sin lugar aduda, es algo necesario y urgente en el contexto pedagdgico de lainstitucion
educativa en mencion, esto en favor de un incremento de la calidad educativa del sistema
escolar publico.

Ahorabien, a revisar e estado del arte respecto a la ensefianza de | as razones
trigonométricas, se encuentra un gran niumero de trabaj os de investigacion en los que se
proponen secuencias didacticas diversas y en lamayoria aplicando algun tipo de TIC, ya sea
una plataforma con recursos didacticos o0 € uso de un software de geometria dinamica como
Geogebra®. Entonces, cabe aclarar que esta investigacion es distinta a las demés, porque el
enfogque metodol 6gico aproximado a una microingenieria didactica para el disefio de la

secuenciaes diferente; asi como, €l énfasis en e desarrollo del pensamiento espacial (en

L Cabe sefialar gue aunque varios investigadores usan los términos sistema o software de geometria dindmica
(SGD) y ambiente de geometria dinamica (AGD) indistintamente, en este trabajo s se hace una distincion: SGD
es el programa computacional que permite la manipulacién de objetos geométricos para la exploracion de sus
propiedades, mientras que un AGD es el dispositivo en pantalla creado con dicho software para ensefiar de manera

intencional un objeto matemético. (En el apartado 2.9 de este trabajo se precisa mas sobre €l término AGD).
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relacion a un sistema geomeétrico), y especificamente, a desarrollo de la visualizacién como
un proceso de la competencia matematica de razonamiento geométrico. Este énfasis se
presenta como respuesta pedagogica a los indicadores dados por |as pruebas Saber de
M atematicas de |os estudiantes de grado noveno del afio lectivo 2017, pues precisamente estos
fueron los estudiantes de grado décimo mencionados que obtuvieron bajo desempefio en
Trigonometria el primer periodo del afio lectivo 2018. Laidea de estadecision es evitar la
reproducibilidad del problema presentado en |os afios anteriores, con |os estudiantes de grado
décimo que seran los participantes de lainvestigacion en € afio lectivo 2019.

Por ultimo, al tener un andlisis con sentido reflexivo sobre el disefio de la secuencia
didéctica como un recurso pedagogico? desde |a perspectivainstrumental segiin Guin y
Trouche (2007), € resultado de este trabajo deja planteado unainteresante gama de opciones

de estudio para futuras investigaciones en e campo de la Educacion Matemética.

2 Enestainvesti gacion el concepto de recurso pedagogico se refiere a situaciones mateméti cas (didéacticas) que se
pueden hacer evolucionar en € contexto de una comunidad de préctica de profesores y un trabajo colaborativo.
Dicho recurso posibilita su adaptacién y transformacion, convirtiéndose en uninstrumento que cualificalapréctica
del profesor (Guin y Trouche, 2007).



2. Marcotedrico

Inicialmente, se presenta un breve estado del arte de la problematica en cuestion, es
decir, un andlisis reflexivo sobre trabajos de investigacion relacionados con latematicade la
ensefianza de |as razones trigonomeétricas mediada por recursos tecnol dgicos.

Por otro lado, para dar sustento tedrico al disefio de la secuencia didéactica, es necesario
primero precisar laidea de didéctica, situacion didacticay secuencia didactica que se tendraen
estainvestigacion. Luego, se presentan |as precisiones tedricas que sustentan el disefio dela
secuencia didactica desde |a perspectiva metodol 6gica de la microingenieria didactica, la cual
tiene en cuenta los aspectos rel acionados con el objeto matematico atratar. Para esto, se
empieza con las consideraciones curriculares (de acuerdo alos documentos oficiales del
MEN), por las cuales se plantea un modelo curricular que distingue, a partir de los tres g/es de
organizacion curricular propuestos por el MEN (1998), |las principales categorias de andlisis

que se despliegan en el presente marco teorico de referencia.

2.1. Estadodd arte

El magister Oscar Eduardo Andrade Mendoza (2015), de laUniversidad Nacional de
Colombia, realizé un trabajo de investigacion, titulado Disefio de una propuesta de aula para
ensefiar 1as razones trigonométricas en e grado décimo de la Institucion Educativa
Preshiterio Bernardo Montoya Giraldo del municipio de Copacabana Antioguia. En esta
investigacion se propone resolver la pregunta problema: ¢Cud debe ser |a propuesta para
mejorar |a ensefianza de las razones trigonométricas en la Institucion Educativa Presbitero
Bernardo Montoya Giraldo en €l grado décimo para que € aprendizaje sea significativo? Asi
pues, € investigador propone € uso de diversas herramientas tecnol 6gicas para presentar a sus

estudiantes el tema de las razones trigonométricas, entre ellas la plataforma Moodle parala
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planeacion del curso, proyeccion de videos, y software de geometria dinamica como Geogebra
y Cabri Géometre, parala elaboracion de gréficas, pero no de figuras dinamicas.

En su metodol ogia, lainvestigacion se centraen un andisis cualitativo sobre las
dindmicas de clases y las actitudes de | os estudiantes para mejorar su aprendizaje y que este
sea significativo, mediante el trabajo de situaciones en contextos reales y cotidianos. Sin
embargo, no se hace énfasis en desarrollar una competencia matemética en especial desde el
tratamiento de las razones trigonomeétricas. De este trabajo se puede destacar como gjemplo a
seguir con algunas modificaciones, €l protocolo que utiliza parala presentacion de la
secuencia didactica disefiada, asi como la organizacion del marco tedrico propuesto.

Otro trabgjo de investigacion de gran interés para este proyecto, es el realizado por €l
magister Danny Luz Algarin de laUniversidad Industrial de Santander, bajo la direccion de
Jorge Enrique Fiallo Leal, Doctor en Didactica de las Matematicas de la Universidad de
Vaencia (Espania). El trabajo titulado Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van
Hiele especificos a |os procesos de descripcion, definicion y demostracion en €l aprendizaje
de las razones trigonométricas, ofrece unainteresante fundamentacion paralos investigadores
con relacion a tema de la ensefianza de | as razones trigonomeétricas, desde el enfoque del
desarrollo de la competencia matematica de razonamiento, implementando un software de
geometria dinamica.

Por otra parte, acerca del trabajo del doctor Fiallo, cabe mencionar que en la
Universidad Industrial de Santander es director del proyecto de investigacion titulado Estudio
del proceso de demostracién en € aprendizaje de las Razones Trigonométricas en un
ambiente de Geometria Dinamica, que tiene el mismo titulo de su tesis doctoral (2010), en la
cual se presentd como objetivo aportar informacion parala mejor comprension del proceso de

aprendizaje de la demostracion en el contexto del estudio de |as razones trigonométricas en un
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ambiente de geometria dinamica. Paratal fin Fiallo disefid, implemento y evalud una unidad
de ensefianza de | as razones trigonomeétricas en un entorno de geometria dinamica,
enfocandola hacia el desarrollo de las habilidades de demostraci on.

En su andlisis destacd la existencia de continuidad o distancia cognitiva entre los
procesos de argumentar y demostrar en el desarrollo, por parte de los estudiantes, de
demostraciones de propiedades de |as razones trigonométricas, y del mismo modo, se
identificaron y caracterizaron los origenes de las dificultades que se presentan en |os procesos
de planteamiento de conjeturas y de construccion de demostraciones.

En los resultados de lainvestigacion del doctor Fiallo se propone una estructura de
analisis de los tipos de demostraci én que se presentan en la escuela secundariay se adapta el
modelo de Toulmin®, para el andlisis de launidad o distancia cognitivaentre el planteamiento
de conjeturas y la construccion de demostraciones, seguin ésta estructura. Finalmente, Fiallo
planted cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva, las cuales agrupan |los diferentes logros
o dificultades detectados en los procesos de argumentacion y de demostracion. Por tanto, el
trabajo del doctor Fiallo es de sumaimportancia como referente tedrico y metodol 6gico para
la presente investigacion. No obstante, se aclara que la diferencia del proyecto mencionado
con €l presente trabajo, es que en estainvestigacion e andlisis no se centra en laformalidad

del proceso de demostracién o prueba matematica, sino que se enfoca en el proceso de

3 Modelo paraplanear, andlizar y valorar la calidad de los argumentos en una investigacion cientifica, que consta
de tres categorias principales: la asercion (tesis o conclusion a defender), la evidencia (datos, hechos o pruebas) y
la garantia (principio, teoria o ley que permite el paso de la evidenciaala asercién). Las otras tres categorias de
este modelo: son € respaldo, €l cualificador modal y lareserva, que caracterizan la validez de la garantia
(Rodriguez, 2004, p. 5).
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visualizacion generado en los estudiantes, para €l desarrollo de la competencia de

razonamiento geomeétrico en |os mismos.

2.2. Didactica delas matematicas, situaciones didacticasy secuencia didactica

Como € objetivo general de estainvestigacion incluye € disefio, laimplementacion y
la evaluacion de una secuencia didéctica, se hace necesario aclarar esta categoria desde los
conceptos abarcadores tales como: didactica de las matematicas y situacion didactica.

Para especificar lacomprension del término “Didactica” en un sentido amplio, se
acude ala concepcion de Vasco, C. et a., quien ladefine como la disciplina que piensay
habla sobre el como de la ensefianza, |o que la convierte en una rama de la Pedagogia. Entre
los principales temas de | os que se encarga la Didactica se tienen el curriculo y los métodos de
ensefianza (2008, p. 31). Asi pues, este trabajo de investigacion se enmarca en e campo de
accion de la Didactica de las Mateméticas, pues se intenta analizar un método de ensefianza de
un conocimiento matematico particular (1as razones trigonométricas).

Deigual manera, para el establecimiento tedrico de esta investigacion, se aclara que se
enmarcara en la Didactica de las Matematicas de Francia, porgque ésta se caracteriza, segun
Michelle Artigue, por haber adoptado, desde sus comienzos, una aproximacion global alos
fenomenos de ensefianza, centrada en la nocién de sistema didactico: “sistemas abiertos al
contexto, en los que tienen lugar las relaciones entre los profesores, 1os estudiantes y €
conocimiento” (1995, p. 11).

Mas aln, Artigue et al. (1994), citado por Artigue (1995), afirman que hay tres
aproximaciones tedricas principal es, complementarias entre si y parcial mente articuladas que
existen en laactual didéactica francesa de las mateméticas, que de manera muy esquemética

son:
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 Una aproximacion “cognitiva” que se ha desarrollado alrededor de los trabajos de G.
Vergnaud en €l &rea de lateoria de los campos conceptual es.

* Una aproximacion a través de los “saberes” que se ha desarrollado alrededor de los
trabgjos de Y. Chevallard en el areade lateoriade latransposicion didactica, en un
principio, antes de extenderse a una aproximacion antropol 6gica més global del campo
didéctico.

* Una aproximacion a traveés de las “situaciones” que es finalmente la que ha tenido, sin

duda, lainfluencia mas determinante y cuyo padre fundador es Guy Brousseau. (p. 11)

Asi pues, estainvestigacion seinclina por la aproximacion tedrica de | as situaciones
didacticas, y por tal razon, setiene en cuenta este concepto pararealizar la secuencia didactica
objetivo de lamisma. De acuerdo a Tobon et a. (2010, p. 20), las secuencias didacticas son
conjuntos articulados de actividades de aprendizaje y evaluacion que, con la mediacion de un
docente, buscan €l logro de determinadas metas educativas, considerando una serie de
recursos. En la préactica, esto implica mejoras sustanciales de |os procesos de formacion de los
estudiantes, ya que la educacion se vuelve menos fragmentada y se enfoca en metas.

En la Educacion Basada en Competencias (EBC)?, |as secuencias didacticas son una
metodol ogia relevante para mediar |os procesos de aprendizaje en el marco del aprendizaje o

refuerzo de competencias; para ello se retoman los principales componentes de dichas

4 Laeducacién basada en competencias es una nueva orientacion educativa que pretende dar respuestas ala
sociedad de lainformacién. El concepto de competencia, tal y como se entiende en la educacién, en resumen son
saberes de gjecucion. Puesto que todo proceso de “conocer” se traduce en un “saber”; saber pensar, saber
desempefiar, saber interpretar, saber actuar en diferentes escenarios, desde si y paralos demas (dentro de un
contexto determinado). (Argudin, 2008, p.3).
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secuencias, como las situaciones didacticas (alas que se debe dirigir la secuencia), actividades

pertinentes y evaluacion formativa (orientada a valorar sisteméticamente el proceso).

2.3. Aspectoscurriculares

Este apartado presentalo referente al establecimiento del objeto matematico “razones
trigonométricas” en el curriculo del area de Matematicas, de acuerdo alos documentos
oficialesdel MEN. Primero serealizan |as precisiones sobre el modelo curricular a seguir, de
acuerdo a uno de los model os propuestos en los Lineamientos Curricul ares de Matematicas
(MEN, 1998). Después, se realizan las consideraciones especificas de |os Estandar es Basicos
de Competencias en Matematicas (MEN, 2006), en cuanto alas relaciones del objeto
matematico tratado (razones trigonométricas) con los estandares en coherencia vertical
(relacion con estandares dentro del mismo tipo de pensamiento matemético, es decir €
espacial y los sistemas geomeétricos; tanto en el mismo grupo de grados 10°-11°, como con los
otros grupos de grados 6°-7° y 8°-9°) y en coherencia horizontal (relacidn con estandares de
los otros cuatro tipos de pensamientos matematicos, ya sea en el mismo grupo de grados 10°-

11° o en los anteriores 6°-7° y 8°-9°).

2.3.1. Modelo curricular

En los Lineamientos Curriculares de Mateméticas del MEN, se propone unavision
global eintegral del quehacer matematico gue responde ala necesidad de relacionar los
contenidos del aprendizaje con la experiencia cotidiana de los estudiantes, y a mismo tiempo
de presentarlos y ensefiarlos en un contexto de situaciones probleméticas y de intercambio de
puntos de vista. Paraestefin, se deben considerar tres aspectos fundamental es para organi zar

e curriculo de mateméticas en una forma sistematica:



28

1. Los procesos generales, que tienen que ver con el aprendizaje.

2. Los conocimientos basicos, que tienen que ver con procesos especificos que
desarrollan el pensamiento matematico y con sistemas propios de las matematicas.

3. El contexto, referido a los ambientes que rodean al estudiante y que le dan sentido a

las matematicas que aprende. (MEN, 1998, p. 20)

En los mismos Lineamientos Curriculares de Matematicas, se propone un modelo para
evidenciar, de manera gréfica, la relacion entre los tres componentes de la organizacion
curricular, como los gjes de un espacio tridimensional, e cual permite analizar |as precisiones
curriculares gque se tienen sobre |a secuencia didéctica objeto de estainvestigacion. Con base a

dicho modelo, se representalafigura 1 paradar cuentadel modelo curricular a seguir:

Figural
Modelo de organizacion curricular

Procesos Generales
(Razonamiento)
A

C 4

- 3 =
Contextos

(Situaciones problema de
las mismas matematicas)

SGD,

RT

Conocimientos basicos

(Pensamiento Espacial y
Sistemas Geométricos)

Fuente: Elaboracion propia, con base en MEN (1998, p. 20)
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En el eje de los “Conocimientos Basicos”, que pertenecen al pensamiento espacial y
los sistemas geométricos, se ubican las razones trigonométricas (RT) con un
tratamiento especifico desde un sistema de geometria dinamica (SGD).

En el gedelos“Procesos Generales”, se destaca el de Razonamiento (desde el acto de
una prueba pragmatica) con los sub-procesos de visualizacion (V) y conjeturacion (C).
En el eje de los “Contextos”, se precisa que son situaciones problemas extraidas desde

las mismas mateméticas, siendo estas actividades de exploracion (E) y de prueba (P).

Como se puede observar en lafigura 1, a proyectar |os distintos planos formados por
dos ges (cuadrados), se obtiene un cubo que representa el espacio en el que se encuentran
inmersas | as actividades de |a secuencia didactica disefiada, dando lugar alas interpretaciones
de las distintas relaciones que se puedan dar entre |os tres gjes componentes del modelo
curricular.

El modelo curricular planteado ofrece una buena representacion de lo que se analiza en
estainvestigacion, sin embargo, es muy general y puede obviar ciertos aspectos particulares
gue son de igual importancia. Por tal motivo, es necesario realizar un tratamiento particular
para cada uno de los gjes componentes del modelo, de los cuales se determinan las distintas
categorias de analisis que seran tenidas en cuenta para seguir desarrollando €l marco teérico

del presente trabagjo.

2.3.2. Estandares basicos de competencias en matematicas
De acuerdo alo propuesto por el MEN (2006), en € quinto estandar del pensamiento
espacial y sistemas geométricos para el grupo de grados 10° y 11°, se propone trabajar €l

objeto matemético de las razones trigonomeétricas desde una perspectiva funcional: “Describo



y modelo fendmenos periddicos del mundo real usando relaciones y funciones
trigonométricas” (p. 88). Ahorabien, paralos efectos précticos de las actividades que se
plantean en esta investigacion, aungque se pretenda un tratamiento més geométrico que
algebraico de | as razones trigonométricas, es hecesario asociar en coherencia horizontal el
tercer estandar del pensamiento variaciona y sistemas agebraicos del grupo de grados 8°-9°:
“Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba conjeturas” (p.
87); esto porque el estudiante debe expresar sus respuestas y observaciones a final delas
actividades con un lenguaje algebraico aproximado al formal, sin importar que las pruebas
propuestas sean pragmaticas.

Por otro lado, respecto ala coherencia vertical, se hace también necesario la asociacion
del tercer esténdar del pensamiento espacial y sistemas geomeétricos para el grupo de grados 8°
y 9°: “Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre triangulos en la
resolucion y formulacion de problemas” (MEN, 2006, p. 86); esto debido a que la mayoria de
los procesos que se realizan con |as razones trigonométricas enfocados a desarrollar la
visualizacion y e razonamiento, exigen que el estudiante reconozcay aplique en forma eficaz
los criterios de semejanza de triangul os.

Por ultimo, en coherencia vertical dentro del mismo tipo de pensamiento y grupo de
grados 10°-11°, se plantealarelacion con € cuarto estandar del pensamiento espacial y
sistemas geomeétricos: “Uso argumentos geométricos pararesolver y formular problemas en
contextos matematicos y en otras ciencias” (p. 88); pues, esto es |o que debe hacer €
estudiante a momento de resolver cada una de | as actividades propuestas en la secuencia
didactica. Con € anterior andlisis de los estandares basi cos de competencias, se facilitala
siguiente identificacion de los conocimientos conceptuales y procedimental es involucrados en

el desarrollo de | as actividades de la secuencia didacti ca di sefiada.
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2.3.3. Conocimiento conceptual y procedimental
En palabras de Luis Rico (1995), desde un punto de vista cognitivo, €l conocimiento
matematico puede ser organizado en dos grandes campos:
1. El conocimiento conceptual, que se refiere a una serie de informaciones conectadas
entre si mediante multiples relaciones, que constituyen lo que se denomina estructura
conceptual. Dentro de este campo se reconocen tres niveles:

a. Los hechos, que son unidades de informacion que sirven como registro de
acontecimientos.

b. Los conceptos, que describen unaregularidad o relacion de un grupo de hechos,
suelen admitir un model o o representacion y se designan con un signo o un
simbolo.

c. Lasestructuras conceptuales: que sirven para unir conceptos o para sugerir
formas de relacion entre conceptos constituyendo, a veces, conceptos de orden
superior, ya que pueden establecer algun orden o relacion entre conceptos no
inclusivos. (p. 14)

2. El conocimiento procedimental, que se refiere alaforma de actuacién o de gjecucion
de tareas mateméticas que van més alla de la g ecucion mecanicade algoritmos. En
este también se distinguen tres niveles:

a. Lasdestrezas consisten en transformar una expresion simbdlica desde una
forma dada hasta otraforma, y para ello hay que gecutar una secuencia de
reglas sobre manipulacion de simbolos. Por |o general, las destrezas se g ecutan
procesando hechos.

b. Losrazonamientos se presentan a procesar relaciones entre conceptos, y

permiten establecer relaciones de inferencia entre |os mismos.



c. Lasestrategias, que se gecutan sobre representaciones de conceptos y
relaciones. Ellas operan dentro de una estructura conceptual y suponen
cualquier tipo de procedimiento que pueda € ecutarse, teniendo en cuentalas
relaciones y conceptos implicados. (p. 15)

Con estos referentes claros, se procede aidentificar |os conceptosy procesos
involucrados en las actividades de la secuencia didéactica propuesta a | os estudiantes,
diferenciando agquellos que ya deberian reconocer y haber aprendido en grados anteriores
(conceptos y procesos previos hasta grado noveno), para el aprendizaje de las razones
trigonométricas, con el desarrollo de la competencia mateméti ca de razonamiento, desde los
sub-procesos de la visualizacion y la conjeturacion.

Conceptos previos.

- Triangulo rectangulo (angulo recto, angulo agudo, catetos, hipotenusa)

- RazOn geométrica (antecedente, consecuente, segmentos, longitudes)

- Proporcionalidad (proporciones, segmentos proporcional es)

- Congruenciade angulos

- Semejanzade tridngulos (criterios de semejanza LLL, LAL, AA)

- Teoremade Pitégoras (formula).

Conceptos por aprender:

- Razones trigonométricas (seno, coseno, tangente, cosecante, secante, cotangente)

- Lineas trigonométricas (razones trigonomeétricas en el circulo unitario)

- ldentidades trigonométricas fundamental es (identidades pitagoricas)

- Funciones trigonométricas basicas. seno, coseno y tangente (dominio, rango,

crecimiento y decrecimiento, valores positivos y negativos, periodo).
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Procesos previos.

- Calcular razones geométricas (division de longitudes)

- Establecer una proporcion entre lados correspondientes de dos triangul os

- Determinar congruencia entre angulos de dos triangulos

- Comprobar semejanza de triangul os con |os criterios

- Relacionar la hipotenusay |os catetos de un triangul o rectangulo por laformula
pitagorica.

Procesos por aprender:

- Definir las razones trigonomeétricas béasicas (seno, coseno, tangente)

- Relacionar valores de razones trigonométricas con longitudes de las lineas
trigonomeétricas correspondientes en €l circulo unitario

- Formular las identidades trigonomeétricas fundamental es aplicando el teoremade
Pitégoras

- Determinar las propiedades (dominio, rango, crecimiento y decrecimiento, valores
positivos y negativos, periodo) de la gréfica cartesiana de unafuncién

trigonométrica bésica: seno, coseno, tangente.

2.4. Pensamiento espacial y sistemas geométricos

De acuerdo al modelo curricular presentado en € apartado 2.3.1., en €l gedelos
Conocimientos basicos se preciso que el objeto matematico de | as razones trigonométricas
sera abordado desde una perspectiva del desarrollo del pensamiento espacial en un sistema
geométrico especifico. Por |o tanto, se aclara a continuacion de qué manera se entienden estos

dos conceptos.



En primer lugar, el MEN (1998) afirma que el pensamiento matematico se subdivide en
cinco tipos de pensamiento, y cada uno es asociado a un sistema matematico especifico: “el
pensamiento numerico y los sistemas numeéricos, el pensamiento espacia y |os sistemas
geométricos, el pensamiento métrico y |os sistemas de medida, €l pensamiento aleatorio y los
sistemas de datos, y el pensamiento variacional y |os sistemas algebraicos y analiticos” (p.19).
Delo anterior, cabe sefidar que aunque el concepto de razén esté mas relacionado a proceso
de medicién y el significado etimol 6gico de trigonometria indigue unarelacion directacon la
medida, paralosintereses de estainvestigacion, €l objeto matemético de las razones
trigonométricas se enmarcara desde |os procesos de desarrollo del pensamiento espacial y los
sistemas geométricos. Asi pues, de acuerdo alo expresado por el MEN (1998), se define el
pensamiento espacial como: “el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se
construyen y se manipulan |as representaciones mentales de |os objetos del espacio, las
relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones a representaciones
materiales” (p. 37). En este sentido, se puede afirmar que |a secuencia didéctica disefiada con
el fin de comprender |as propiedades y relaciones entre las razones trigonométricas, a partir de
la manipul acion de representaciones de objetos del espacio, como o son los segmentos (lados
de tridngulos rectangulos) y € circulo unitario, permite el desarrollo de este tipo de
pensamiento matematico.

En segundo lugar, respecto al desarrollo del pensamiento geométrico, las
investigaciones modernas indican que el proceso su construccién sigue una evolucion lenta
desde |las formas intuitivas iniciales hasta las formas deductivas finales. Para hablar de este
proceso, se tiene un referente tedrico que no puede faltar en investigaciones relacionadas con
el razonamiento geométrico, e modelo de los esposos Van Hiele. Este modelo describe con

exactitud laevolucién y ha adquirido cada vez mayor aceptacion anivel internacional en lo



que se refiere ainvestigaciones en geometria escolar. Pierre van Hiele (1984) originalmente
propone cuatro niveles de desarrollo del razonamiento geométrico que muestran un modo de
estructurar € aprendizaje de la geometria (y dejala opcion de proponer un quinto nivel, el
cual luego replantean con su esposa); de estos se destacan |os primeros cuatro (llamados
inicialmente nivel 0 anivel 3) paralos efectos practicos del disefio y andlisis de la secuencia
didéactica, debido a que estos niveles son |os que se pretenden alcanzar con el desarrollo de las
actividades en este trabgjo:

El nivel 1, (Ilamado también nivel base). Es € nivel de lavisualizacion, [lamado
también de familiarizacion, en e que el alumno percibe las figuras como un todo
global, sin detectar relaciones entre tales formas o entre sus partes.

En este nivel, 1os objetos sobre |os cuales | os estudiantes razonan son clases de
figuras reconocidas visualmente como de “la misma forma”.

El nivel 2, esun nivel de andlisis, de conocimiento de las componentes de las
figuras, de sus propiedades basicas. Estas propiedades van siendo comprendidas a
través de observaciones efectuadas durante trabajos préacticos como mediciones,
dibujo, construccion de modelos, etc.

En este nivel 1os objetos sobre los cuales |os estudiantes razonan son las clases de
figuras, piensan en términos de conjuntos de propiedades que asocian con esas figuras.

El nivel 3. LIamado de ordenamiento o de clasificacion. Lasrelacionesy
definiciones empiezan a quedar clarificadas, pero sélo con ayuday guia. Ellos pueden
clasificar figuras jerarquicamente mediante la ordenacién de sus propiedades y dar
argumentos informales para justificar sus clasificaciones. Comienzan a establecerse las

conexiones | 6gicas através de la experimentacion précticay del razonamiento.
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En este nivel, 10s objetos sobre |os cuales razonan |os estudiantes son las
propiedades de clases de figuras.

El nivel 4. Es ya de razonamiento deductivo; en é se entiende € sentido de los
axiomas, las definiciones, |os teoremas, pero alin no se hacen razonamientos
abstractos, ni se entiende suficientemente el significado del rigor delas
demostraciones. (pp. 249-250)

Aungue los niveles planteado por P. van Hiele son una buena aproximacion alas etapas
en las que progresa el razonamiento geomeétrico en |os estudiantes, en la practica un docente
debe ser mas critico con respecto a ellos, pues la descripcion ofrecida en estos niveles estd méas
orientada a la practica de la didactica clasica de la geometriaeuclidianay al gercicio delas
demostraciones formales (Ilamadas en T 0 a doble columna), y por |o tanto, no coincide con la
propuesta de la geometria activa que sugiere los lineamientos curricul ares oficiales (MEN,
1998, p.39). Al respecto, cabe sefidar que las actividades aqui propuestas se orientan a
desarrollar €l paso del nivel base de visualizacion hasta el nivel cuatro, hacialaformulaciony
discusion de conjeturas, sin realizar una demostracion formal.

En tercer lugar, el MEN (2006, p. 62) define los sistemas® geométricos como complejos
sistemas de figuras, transformaciones y relaciones espaciales, que a igual que todos los
sistemas, se componen de tres aspectos. |os elementos de que constan (puntos, lineas rectasy

curvas, regiones planas o curvas limitadas o ilimitadas, cuerpos solidos o huecos limitados o

5 De acuerdo alas recomendaciones de Carlos E. Vasco (1985): El marco tedrico del programa de mateméticas
propone al maestro, paralapreparacion de su clase, enfocar |os diversos aspectos de las mateméti cas como sistemas
Yy o como conjuntos. Se trata de acercarse a las distintas regiones de las mateméticas, |os nimeros, la geometria,
las medidas, |os datos estadisticos, la misma légicay los conjuntos, con un enfoque sistémico que los comprenda

como totalidades estructuradas, con sus elementos, sus operacionesy sus relaciones. (p.49)



ilimitados, etc.), las operaciones y transformaciones con las que se combinan, y las relaciones
0 nexos entre ellos. En ese aspecto, se precisa que e sistema geométrico que se trabagjaen la
escuela es en genera el propuesto por la geometria euclidiana, no obstante, este sistema
geométrico adquiere unas caracteristicas distintas cuando se trabaja desde un software o
sistema de geometria dindmica (SGD). Las precisiones sobre |os sistemas de geometria
dindmicay sus implicaciones en |os procesos de ensefianza 'y aprendizaje de la geometria

escolar se haran en un apartado més adel ante.

2.5. Razonestrigonométricas

En el texto escolar, reconocido anivel mundial, Algebra y Trigonometria de Sullivan
(2006), se presenta una formatradicional de ensefiar |as razones trigonométricas, dadaen la
mayoria de | os textos escolares actuales. Cabe mencionar que este es un libro traducido del
inglés al espanol, y el autor |lama alas seis razones de un triangul o rectangul o funciones
trigonométricas. No obstante, para fines de esta investigacion queda claro que laidea es
reconocer primero e concepto de razén trigonomeétrica, paraluego ser generalizado al de
funcion trigonomeétrica.

En el texto mencionado, se iniciala presentacion del temabajo €l titulo Trigonometria
del triangulo rectangulo, haciendo precisiones sobre el concepto de triangulo rectangulo y €l
teorema de Pitagoras:

Un triangulo en € que un angulo es recto (90°) se llamatriangulo rectangulo.

Recuerde que el lado opuesto a angulo recto se llama hipotenusay los otros lados

catetos del tridngulo. En lafigura 2 se etiquetd la hipotenusa como ¢ paraindicar que

su longitud es ¢ unidades y, de manera similar, se etiquetaron los catetos como a 'y b.
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Dado que e tridngulo es un tridngulo rectangulo, el teorema de Pitagoras dice que ¢>=
a?+ b2, (Sullivan, 2006, p. 506)

Figura2

Triangulo rectangulo y su nomenclatura clasica

Hipotenusa
c

Fuente: Sullivan, M. (2006, p. 506)

Luego, Sullivan (2006, p. 507) propone el planteamiento de | as seis razones en un

triangul o rectdngulo para uno de sus angul os agudos:

Ahora, suponga gque g es un angulo agudo, es decir, 0° < q < 90° (si g semide en
grados) y (si g se mide en radianes). Vealafigura 3.a).

Con este angulo agudo q, se forma un triangulo rectangulo, como € ilustrado en la

figura 3.b), con hipotenusa de longitud c, y catetos de longitudesa y b. Al usar los tres
lados de este tridngul o, se podrian formar justo seisrazones. —, —, —, —, —,— .

Figura3

Razones trigonométricas de un angulo agudo de un triangul o rectangulo

c/ c
“ b b
_// £ 1"
- ot . o0 2]
a

Lado inicial
a) Angulo agudo b) Triangulo rectangulo c) Tridngulos similares

Fuente: Sullivan, M. (2006, p. 507)
De hecho, estas razones dependen solo del tamarfio del angulo gy no del

triangulo formado. Para ver por qué, observe lafigura 3.c). Cualesquiera dos triangulos



rectangul os formados usando el angulo q seran similares (0 mejor semejantes); por lo

, - b_b a_a
tanto, las razones correspondientes seran iguales. Como resultado, P =— < = =
bbb ¢ ¢ ¢ ¢ a_a
a a b b a a b b

Como las razones dependen sélo del angulo g y no del triangulo en si, sedaa
cadarazon un nombre que involucra a g: seno de g, coseno de g, tangente de q,
cosecante de q, secante de q y cotangente de q.

Las seis razones de un triangul o rectangulo se llaman funciones

trigonométricas de angulos agudos y se definen como se muestraen latabla 1.

Tablal

Funciones (razones) trigonométricas de un angulo agudo

Nombre delafuncion Abreviatura Valor
seno deq senq| b
C
coseno de g cosq a
C
tangente de g tanq b
a
cosecante de q cscq %
secante de q secq <
a
cotangente de g cotq %

Fuente: Sullivan, M. (2006, p. 507)
Por ultimo, Sullivan (2006, pp. 507-508) propone una redefinicion de las seis razones

trigonomeétricas nombrando a los catetos de acuerdo a su relacion con e angulo agudo sobre €l

cual se estén dando |as funciones (razones):
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Como ayuda para recordar estas definiciones, puede ser Util referirse alas

longitudes de los lados del triangulo por los nombres hipotenusa c), opuesto b) y

adyacente a). Véase lafigura 4.

Figura4

Relacion de catetos con angulo agudo en un tridngulo rectangulo

Hipotenusa
c Opuestoa s
b

a
Adyacente a f

Fuente: Sullivan, M. (2006, p. 507)
En términos de estos nombres, se tienen las siguientes razones:

_ opuesto _b _ adyacente _a _ opuesto _ b
seng=—————=— cosq =————=— ang=——=—
hipotenusa ¢ hipotenusa ¢ adyacente a

hi .
_ hipotenusa _ ¢ secq = hipotenusa _ ¢ cotq = adyacente _ a
opuesto b adyacente a opuesto b

Como a, by ¢ son positivos, cada una de | as funciones trigonométricas de un

angulo agudo g es positiva. (Sullivan, 2006, p. 508)

Para el disefio de la secuencia didactica objeto de estainvestigacion, setendraen
cuenta el orden de presentacion de los conceptos, es decir, primero se aclara que las razones
trigonométricas no dependen de lalongitud de los lados del triangulo rectangulo, sino dela
amplitud del angulo agudo sobre el que se definen. Sin embargo, como se veraen las
actividades que se proponen alos estudiantes, las letras a y b paralos catetos estan
intercambiadas de maneraintencional, para que tenga un significado extraimplicito tomando
laletrab para el lado adyacente (se puede ver como base) y laletraa para el lado opuesto (se

puede ver como altura). Para el caso de la hipotenusa se sigue usando laletrac.
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Ahorabien, desde la experiencia como docente del area de Matematicas, siempre se ha
presentado unainquietud por parte de |os estudiantes respecto a los nombres que reciben las
sei's razones trigonomeétricas. Paraintentar dar una respuesta a los estudiantes, se explica que
los nombres de tangente y secante en geometria se dan por las propiedades de las lineas rectas
con iguales nombres con relacion a una circunferencia, y que las reciprocas cotangente y
cosecante llevan € prefijo co- paraindicar que son correspondientes de alguna manera (como
se explicara mas adelante) a cada unade ellas. Pero en € caso de larazon seno, y su razén
rel acionada correspondiente (coseno), no se hatenido una respuesta concreta (por falta de
conocimiento) para ofrecer alos estudiantes. Por estarazon, serealiza el siguiente rastreo
histérico para entender e origen y significado de lafuncion (razén) seno, y de paso de las
otras cinco razones trigonomeétricas. Este recorrido historico también se tiene en cuenta para el
disefio de la secuencia didéctica, en especial para determinar €l orden en el que se presentan
las actividades, siguiendo la forma en la que las razones trigonomeétricas se desarrollaron
desde la antigliedad.

Respecto a la historia de la funcion seno, Boyer (1987, p. 273) planteaque € origen de
esta funcion se le atribuye alos hindles escritores de los S ddhantas (textos sobre sistemas
astronémicos, siglo IV d.C.) como € principa aporte de estos ala historia de la matemética.
El antepasado de la funcion trigonométrica moderna que se conoce como Seno, nace gracias a
gue los hindles tomaron los conocimientos de la trigonometria de Ptolomeo de Algjandria
(100 d.C.), que se basaba en larelacion funcional entre las cuerdas y |os correspondientes
arcos o angulos central es en una circunferencia que ellas subtienden, y latransformaron en un
estudio de la correspondencia entre lamitad de la cuerday lamitad del arco o angulo central

subtendido por la cuerdatotal.



Aungue se acepta general mente que este cambio de la cuerda completa ala semicuerda
para el establecimiento de lafuncion seno tuvo lugar en lalndia, Paul Tannery (gran
historiador de lacienciade inicios del siglo XI1X) formul6 la hipotesis de que esta
transformacion de la trigonometria pudo haber tenido lugar en Algjandria durante el periodo
post-ptolemaico. Al respecto, Boyer (1987, p. 273) concluye que siendo o0 no correctadicha
hipétesis, no cabe duda que no fueron los griegos sino los hinddes quienes extendieron el uso
posterior de la semicuerda paratrabagjar lafuncién seno, que nosotros hemos heredado, y
también que la palabra “seno” se deriva, pasando por unalargay accidentada historia en su

traduccion al érabe, del nombre hindu “jiva’ (semicuerda).

Para continuar el recorrido histérico, Boyer (1987, p. 308) indica que la trigonometria
arabe se debati6 inicialmente paralos cal cul os astrondmicos entre |la geometria griega de las
cuerdas tal como se encuentraen el Almagesto de Ptolomeo, y las tablas de |os senos hindues,

tales como las que aparecen en e Sindhind (tablas astrondémicas arabes traducidas de las
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Siddhantas hindues). Finalmente, la mayor parte de la trigonometria arabe se construyo basada

en lafuncion seno, por lo tanto, fue gracias alos arabes y no los hindues que se trasladod la
trigonometria del seno a Europa. Por g emplo, uno de los primeros transmisores de este
conocimiento fue la astronomia de Al-Battani (858-929 d.C.), méas conocido en Europa como
Albategnius, quien en su obra Sobre el movimiento de las estrellas daformulas en las que
apareces | as funciones seno y seno verso (ver figura5), como b =a.sen(90°- A)/senA. No
obstante, un siglo méstarde, en la época de Abu’l-Wefa (940-998 d.C.) ya se conociala
funcion tangente y asi la relacion anterior se podia expresar en forma mas sencilla como

a=bh.tan A.



Figurab
Triangulo rectangulo para férmula de Albategnius

Fuente: Boyer, C. (1987, p. 308)

Boyer (1987, p. 308) afirma que es gracias a Abu’l-Wefa y la trigonometria érabe que
nos aproximamos alas ideas bésicas de la trigonometria moderna, puesto que la funcion
tangente se daba en general para el circulo unitario (de radio igual alaunidad), lo cual no
ocurria con lafuncion seno de los hindles. Ademés, con este matemético arabe la
trigonometria adquiere una forma mas sistematica, en la que se tienen demostraciones de
teoremas como las formulas del dngulo doble y del angulo medio. De hecho, aunque €
teorema de |0s senos ya era conocido por Ptolomeo, y también aparece implicitamente en la
obradel hindi Bramagupta (590-670 d.C.), se le atribuye su planteamiento a Abu’l-Wefa por
su formulacion claray precisa paralos tridngul os esféricos.

Ahora bien, respecto alas funciones tangente, cotangente, secante y cosecante, Boyer
(1987, pp. 308-309) afirma que varios historiadores han intentado atribuir su origen a épocas e
incluso a matemati cos concretos, pero no hasido posible dar seguridad de la evidencia que
apoye dichas conjeturas. Lo que si se puede decir esque en lalndiay en Arabia se utilizaba
unateoria general de longitud de sombras con respecto a una unidad de longitud determinada
fija (gnomon), que podia ser la altura promedio de un hombre. Asi pues, se puede afirmar que
la sombra horizontal proyectada por € gnomon vertical de longitud fija eralo que se conoce

en la actualidad como la cotangente del angulo de elevacién del sol sobre €l horizonte. Del



mismo modo, la “sombra invertida”, es decir, la sombra proyectada sobre una pared vertical a
la que sefija en forma perpendicular el gnomon de longitud fija, serialo que se conoce como
la tangente del angulo de elevacion del sol. La “hipotenusa de la sombra” es decir, la distancia
desde el extremo del gnomon vertical hasta el extremo de su sombra seria el equivalenteala
funcidn cosecante, y de igual forma, la “hipotenusa de la sombra invertida” hace el papel de la
secante. Parece que esta forma de trabajar con las sombras ya eratradicional en Asiaparael
siglo X1X, sin embargo, no se tabulaban los val ores de estas dos hipotenusas (secante y
cosecante).

Del anterior recorrido historico se destaca laimportancia que tiene € desarrollo de la
funcion seno desde la postura griega de Ptolomeo con base a las cuerdas, pasando por la
definicion de los hindles con base ala semicuerda (y dando origen a su nombre), parallegar
hasta |os arabes, quienes proyectaron lafuncion seno y de paso las otras cinco funciones
trigonométricas al resto del mundo, desde la postura de definicion sobre el circulo unitario.
Esto es importante para esta investigacion, porque en aproximacion a ese mismo orden de
desarrollo historico, serealiza el orden de las actividades propuestas a los estudiantes en la
secuencia didactica objeto de este trabgjo.

No se puede dar por terminado este apartado sin antes realizar una Ultima aclaracion
conceptual sobre el significado del prefijo “co”, el cual relaciona las funciones trigonométricas
seno, tangente y secante con |as funciones coseno, cotangente y cosecante. Para esto, se
presenta lo expuesto por Anfossi, A. & Flores, M. (1978) en su libro Curso de Trigonometria

Rectilinea para definir las cofunciones trigonométricas:
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Tomando un tridngulo rectangulo BAC? (figura 6). Seglin las definiciones de
las funciones trigonométricas para un angulo agudo dadas antes, se pueden formular
las igual dades siguientes:

Figura6

Triangulo rectangulo BAC, con lados opuestos respectivosb, ay ¢

Fuente: Anfossi, A. & Flores, M. (1978, p. 33)

senB::E : cosC:E

a a
tanB:E : cotC:E
C C
SecB:E : cscq :E
C C

Esdecir: senB =cosC; tanB=cotC y secB=cscC.

El coseno, la cotangente y la cosecante de un angulo son respectivamente
iguales al seno, tangente y cosecante del angulo complementario.

Por eso, el coseno, la cotangente y la cosecante se [laman cofunciones. Por tanto,
pueden escribirse: senB = cos(90° - B); cosC = sen(90°- C); tan B =cot(90° - B);

cotC =tan(90°- C); secB=csc(90°- B) y cscC =sec(90°- C). (p. 33)

6 Notese gue cada autor toma las letras mayUsculas para los vértices (angulos) del tridngulo rectangulo y las

letras minusculas respectivas de sus lados opuestos a cada angulo, en un orden distinto. Parala nomenclatura de
las actividades se propuso triangulos con letras diferentes y se trabaja con notaci on geomeétrica de segmentos.



2.6. Competencias matematicasy razonamiento matematico

Como se menciono en el apartado 2.2, |as secuencias didacticas constituyen una
metodol ogia importante para el desarrollo de competencias en los procesos de ensefianza 'y
aprendizaje de las matematicas. Por |0 tanto, para su disefio coherente, se hace necesario la
claridad en e término de competencia matemética, y en especial de lacompetencia
matematica de razonamiento.

La competencia matematica consiste en la habilidad para utilizar y relacionar los
nUmeros, sus operaciones béasicas, los simbolos y las formas de expresion y razonamiento
matematico, tanto para producir e interpretar distintos tipos de informacion, como para
ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos y espaciales de larealidad, y para
resolver problemas rel acionados con lavida cotidianay con el mundo laboral (Gutiérrez,
2008, p.10). Asi pues, entre |las habilidades que se mencionan para ser matematicamente
competente, se destaca la de razonamiento matemético.

En general, se entiende por razonar: la accion de ordenar ideas en la mente para llegar
a una conclusion (MEN, 1998, p. 54). El razonamiento matemético, tiene que ver
estrechamente con las matematicas en tres sentidos. como comunicacion, como modelacion y
como procedimientos. Sin embargo, en |as actividades que se plantearan en este trabgjo, se
especifica que no se solicitan procesos de model acién a los estudiantes, pero si, setiene un
mayor interés hacia los procedimientos de visualizacién y conjeturacion; y de unamanera
exigua por la comunicacion, este Ultimo cuando se solicita alos estudiantes una conclusion en
formasimbdlica

El razonamiento matemético debe estar presente en todo el trabajo matemético de los

estudiantes y por consiguiente, este g e se debe articular con todas sus actividades
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matematicas. Por |0 tanto, |as actividades que se disefien deben intentar al canzar |os siguientes
desemperios propios de la accidn de razonar en matematicas.
Dar cuentadel como y del porqué de |os procesos que se siguen parallegar a
conclusiones.
Justificar las estrategias y |os procedimientos puestos en accion en e tratamiento de
problemas.
Formular hipétesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contragjemplos, usar
hechos conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos.
Encontrar patrones y expresarlos mateméti camente.
Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que las
matemati cas mas que una memorizacion de reglas y algoritmos, son logicas y

potencian la capacidad de pensar. (MEN, 1998, p. 54)

Del mismo modo, entre las consideraciones propuestas por e MEN que son necesarias
parafavorecer e desarrollo del razonamiento matemético, se toman en cuentalas siguientes
como las mas acordes para disefiar |a secuencia didactica de este trabajo de investigacion:

Propiciar una atmosfera que estimule alos estudiantes a explorar, comprobar y
aplicar ideas. Esto implica que |os maestros escuchen con atencion a sus
estudiantes, orienten el desarrollo de susideas y hagan uso extensivo y reflexivo de
los materiales fisicos que posibiliten la comprension de ideas abstractas.

Crear en € aula un ambiente que sitlie e pensamiento critico en e mismo centro del
proceso docente. Toda afirmacion hecha, tanto por el maestro como por 1os
estudiantes, debe estar abierta a posibles preguntas, reacciones y reelaboraciones

por parte de los demés. (MEN, 1998, p. 54)



Ahorabien, respecto a proceso de razonamiento en geometria, Samper et al. (2003) en
el libro Como promover el razonamiento en el aula por medio de la geometria, clasifican los
tipos de razonamiento que se favorecen en latarea de demostrar desde un contexto
geométrico: razonamiento visual, razonamiento informal (o intuitivo) y razonamiento formal
(oinferencial). Y de hecho, |as autoras afirman que estos tipos de razonamiento tienen una
correspondencia con las tres clases de procesos cognitivos involucrados en la geometria,
descritos por Duval (1998): procesos de visualizacion, de construccion y discursivos.

Con base en |o expuesto por Samper et al. (2003, p. 164), interpretando a Duval (1998,
p. 38), se describen los tres tipos de razonamiento en geometria de la siguiente manera:

En primer lugar, € razonamiento visual o visualizacion se refiere alos procesos
cognitivos relacionados con |as representaci ones espaciales, usadas paralailustracion de
proposiciones, la exploracion heuristica de una situacion compleja, echar un vistazo sinoptico
sobre ella, 0 para una verificacion subjetiva. Se puede decir que este tipo de razonamiento
tiene una estrecha relacion con los tres primeros niveles del modelo van Hiele para el
desarrollo del pensamiento geomeétrico, mencionados antes en el apartado 2.4.

En segundo lugar, e razonamiento informal es aquel que se relaciona con |os procesos
de construccion mediante herramientas. La construccion de configuraciones puede servir
como un modelo en el que la accion sobre |os representantes y |os resultados observados estan
relacionados con |os objetos mateméticos que éstos representan. Este involucra las ideas
espontaneas que se emiten en lenguaje natural, através de ladescripcion, laexplicaciony la
formulacion de argumentos, los cuales son producto del establecimiento de asociaciones u
oposiciones con un fuerte apoyo en lavisualizacion. De igual manera, es posible relacionar
este tipo de razonamiento con el alcance del cuarto nivel del desarrollo de pensamiento

geométrico planteados por van Hiele.
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Cabe aclarar que a analizar los procedimientos de |os estudiantes cuando dan solucion
alas actividades propuestas, se centra una especial atencién sobre este tipo de razonamiento
informal, pues este es el tipo de razonamiento que mas desarrollan los estudiantes a tratar de
explicar o que observa en las figuras para dar solucion a un problema, y de paso va
estrechamente relacionado con el proceso de visualizacion.

En tercer y Ultimo lugar, € razonamiento formal, que es el relacionado con los
procesos discursivos, utilizados parala extension del conocimiento, parala demostracion, o
parala explicacion. Este tipo de razonamiento puede integrar procesos inductivos, abductivos
y deductivos, y consiste en la elaboracion de discursos formales dirigidos a la construccion de
demostraciones para probar la validez de una afirmacion.

Como los otros dos tipos de razonamiento, éste se puede relacionar con € quinto nivel
del pensamiento geométrico de van Hiele, el cual no se menciond antes por no ser del interés
para esta investigacion. Por o anterior, cabe aclarar que las actividades de la secuencia
didécti ca disefiada no estén enfocadas para desarrollar de manera explicita este tipo de
razonamiento geomeétrico.

Asi pues, se dgjapor sentado que las actividades propuestas en la secuencia didéctica se
enfocaron en € desarrollo de la competencia matematica del razonamiento, especificamente en
el contexto del pensamiento espacia y los sistemas geométricos (desde el tema de |as razones
trigonométricas), con un énfasis especial para analizar € proceso de visualizacion (y de forma
asociada € proceso de conjeturacion).

A continuacion se amplia mas la conceptualizacion sobre estos dos sub-procesos del
razonamiento matemético que se desarrollan con € aprendizaje de la geometria, y en especial
con € de la geometria dindmica, como un referente fundamental para €l presente trabajo de

investigacion.
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2.7. Procesosdevisualizacion y conjeturacion en geometria

Como se planted en € disefio curricular, lavisualizacion y la conjeturacién son sub-
procesos que hacen parte del proceso general del razonamiento mateméatico, sobre los cuales
se hace énfasis en e disefio de la secuencia didactica objetivo de estainvestigacion. A
continuacion se hace precisiones conceptual es sobre estos dos sub-procesos.

Primero, en lo que a proceso de visualizacion concierne, Clements, D. & Battista, M.
(1992) afirman que: “El razonamiento visual integra los procesos por medio de los cuales se
obtienen conclusiones, a partir de |as representaciones de |os objetos bi o tridimensionalesy de
las relaciones o transformaciones observadas en construcciones y manipulaciones” (p. 444). Este
tipo de razonamiento es lo que trata desarrollar 1as actividades propuestas en esta
investigacion al trabajar con figuras dinamicas que permiten plantear conjeturasy
conclusiones sobre | as propiedades de las razones trigonométricas.

Lavisuaizacion es un caso de aprehens On perceptual, concepto definido por Duval
(1995, p. 145) alaformadellegar al conocimiento por medio de lainformacion obtenida de la
percepcion visual de unafigura. Distinta de la aprehension discursivaen la cual setiene en
cuenta el enunciado escrito que acompafa a unafigura. Este proceso representa un interés
especial en lamatematica escolar porque provee informacion base para alcanzar €l proceso
complejo de demostrar. ES un proceso que permite a aprendiz diferenciar entre dibujo y figura
geométrica, al identificar lainformacion que se puede obtener delafiguray cud no, distincion
cuya ausencia conlleva frecuentemente al error de concluir, apartir de lafigura, hechos que no
puedes ser asumidos como verdaderos sino que deben ser verificados.

Ahora bien, acerca del proceso de conjeturacion, Camargo (2010) en su tesis de
doctorado ofrece una definicion de la accion de conjeturar a partir de la comprension de lo

expresado por diversos autores.
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“Con el término conjeturar hacemos referenciaaformular unahipétesis de trabajo o una
suposicion, llamada conjetura, basada en evidencias empiricas. Por ser resultado de una
exploracion, se puede tener un alto grado de certeza sobre aquello que se afirma, pero su
validez o deducibilidad sdlo puede asegurarse cuando se justifique mediante una

demostracion matematica’. (p. 51)

Relacionando las dos definiciones anteriores, se puede justificar la importancia de
asociar €l proceso de visualizacion con el de conjeturacion para analizar como las actividades
disefiadas permiten desarrollar, en una u otra manera, la competencia de razonamiento
matematico. Ademés, en concordancia con el objetivo de este trabgjo de investigacion, se
justifica el disefio de actividades en las que no se solicite una demostracion formal de las
propiedades y relaciones de las razones trigonomeétricas, sino que estas se refieran alo que se

conocen como prueban pragméticas, las cuales se explican en € siguiente apartado.

2.8. Pruebaspragmaticas

Para dar paso a unatipologia de las pruebas mateméticas, se cita a Nicolas Bal acheff
(2000, p. 20), quien distingue dos tipos de pruebas: las pruebas pragmaticas y las pruebas
intelectuales. De las segundas no se haran aclaraciones en este trabgjo, pues no son de interés
paralafinalidad del mismo.

Entonces, sobre las pruebas pragméticas se afirma que son aquellas que recurren ala
accion o ala ostension (exhibicion). Es decir, las operaciones y |os conceptos que éstas
entrafian son g ecutados; no son diferenciados ni articulados, y solamente se prestan para ser

observados (proceso de visualizacion).
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Como gemplo de este tipo de prueba se presentalafigura 7, en la que se puede deducir
lavalidez del teoremade Pitégoras. Esta prueba se fundamenta en la capacidad que tengala
persona que observalafigura para reconstruir las razones que el proponente tiene en mente 'y
gue no sabe hacer explicitas de otra manera.

Figura?
Prueba de Bhascara del Teorema de Pitagoras

“Observa”

Fuente: Balacheff, N. (2000, p.21)

Sémadéni (1984) recomienda & uso de las pruebas pragméticas en la educacion
elementd y a respecto expone que una prueba de una afirmacién Sdebe consistir de los
siguientes pasos:

1. Escoger un caso especia de S El caso debe ser genérico (es decir, sin caracteristicas
especiales), no muy complicado, pero tampoco muy simple (un g emplo trivial
puede ser posteriormente dificil de generalizar). Escoger una representacion activa
y/o iconica de este caso, 0 un gjemplo paradigmatico.

Ejecutar ciertas acciones fisicas concretas (manipular objetos, hacer dibujos, mover
el cuerpo, etc.) paraverificar laafirmacion en un caso dado.

2. Escoger otros gemplos conservando el esquema general, pero variando las
restricciones involucradas. Verificar la afirmacion para cada caso tratando de usar €

mismo método expuesto en € numera 1.



3. Cuando las acciones fisicas ya no sean necesarias, continuar ejecutandolas
mentalmente hasta estar convencido de que sabe como aplicar € mismo
procedimiento a otros ejemplos.

4. Tratar de determinar laclase o las clases para las cua es este método funciona. (p.32)

Lo anterior, ofrece unavision de laintencionalidad que se debe tener al proponer una
prueba de este tipo e igualmente |las caracteristicas para su identificacion y distincion de otro
tipo de prueba. Respecto alas pruebas pragméticas, Balacheff afirmaque: “Los teoremas en
acto’ juegan un papel fundamental en este tipo de prueba. Consisten en determinadas
propiedades que € individuo utiliza en la solucién de problemas, sin que por lo tanto pueda
enunciarlos” (2000, p. 22), y adhiere que en una prueba de este tipo, si asi es requerido,
presenta un lenguaje de la familiaridad, cuyo soporte eslalengua natural.

Asi pues, se dgja por sentado que las actividades propuestas a los estudiantes para
visualizar las propiedades de |as razones trigonométricas y validar pruebas de semejanza de
triangul os, cuando sea necesario en su desarrollo, hacen uso de pruebas pragméticas, en las
cuales no se exige un proceso formal de demostracion. Sin embargo, si se solicitaalos

estudiantes entregar sus respuestas haciendo uso de un lenguaje matemético apropiado.

2.9. TIC enlaEducacion Mateméaticay ambientes de geometria dinamica

Seguin el manual para docentes de la Unesco, elaborado por Semanov (2005) titulado
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Las TIC en la ensefianza, €l principal error que cometen muchos educadores a usar las TIC, es

preguntarse “;cdémo puedo usar esta tecnologia para modernizar o mejorar lo que actualmente

7

se puede atribuir un valor de verdad, usadas por los individuos en la accion de aprender.

Balacheff sigue la concepcion sobre este término de G. Vergnaud (1981), es decir, son afirmaciones a las que



estoy haciendo?” en lugar de preguntarse, “;como puedo usar las TIC para hacer cosas que
todavia no estoy haciendo? Es decir, que la Unesco exige a los docentes pensar quelas TIC,
por su propia naturaleza solicita un proceso de innovacion; por |o tanto, en su uso se debe
explotar al maximo el potencial de ellas para abrir nuevas perspectivas tanto para docentes
como para estudiantes (p.125).

Ahorabien, en cuanto alarelacion de TIC y Mateméticas se puede decir que: “Las
nuevas tecnologias no solo han hecho mas féciles los calculos y |a elaboracion de gréficas,
sino que han cambiado la naturaleza misma de los problemas que interesan a las matematicas
y los métodos que usan |os matematicos parainvestigarlos” (MEN, 1999, p. 13). Asi, € uso de
las tecnol ogias computacional es en |a escuela para la ensefianza de | as matematicas, adquieren
unaimportanciay necesidad ineludible.

En un principio, las calculadoras y 1os computadores se introdujeron a salén de clase
de mateméticas concebidos como “facilitadores del trabajo mecanico” (MEN, 1999, p. 29).
Por gjemplo, |a primera cal culadora grafica producida en 1985 por Casio, y |os primeros
sistemas o softwares para geometria dinamica (SGD) fueron The Geometer's Sketchpad
(norteamericano presentado en 1989) y Cabri Géométre (francés presentado en 1988). No
obstante, con €l paso del tiempo, se ha podido concluir en diversas investigaciones que estas
herramientas tecnol 6gicas producen cambios fundamentales en |a experiencia de aprendizaje
de las mateméticas de | os estudiantes a un nivel cognoscitivo, es por eso que pasan atener
también & nombre de ambientes de geometria dindmica (AGD), como en €l caso ddl software
Ilamado Geogebra, de uso muy comin en la actualidad por ser delibre licencia.

Para una persona que trabaje por primera vez con un software de este tipo, puede
parecerle iniciamente que se trata de un editor grafico, el cual ofrece la posibilidad de dibujar

diagramas geométricos en la pantalladel computador. Pero, luego se daré cuenta que un
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software de geometria dinamica es mucho mas que un simple editor en el que los elementos
del diagrama se pueden agarrar con € raton y arrastrar en la pantalla. En palabras de Colette
Laborde (1998), la principal caracteristica de un SGD es que: ““él diagrama se redibujade
manera continua conservando intactas | as rel aciones geométricas que hayan sido declaradas en
Su construccion, asi como todas | as propiedades geométricas implicitas en ella” (p. 114).

Por gjemplo, en uno de estos softwares, como e ya mencionado Geogebra, la
construccién de una figura se hace mediante la utilizacion de herramientas para crear
elementos geométricos basicos como puntos, rectas o circunferencias y otras construcciones
que se realizan sobre estas, como rectas perpendicul ares, bisectrices, simetrias, entre otras.

Geogebra proporciona un modelo “real” del campo tedrico de la geometria euclidiana en
el cual es posible manipular, en un sentido fisico, |os objetos tedricos que aparecen como
dibujos en la pantalla. EI comportamiento de este software se basa en e conocimiento
geométrico de dos maneras.

L os dibujos pueden ser trazados, basados en primitivas geométricas las cuales
tienen en cuenta objetos y relaciones geométricas relevantes.

Este ofrece la retro-alimentacion que puede distinguir entre esquemas dibujados de
una manera empiricay esguemas que resultan del uso de primitivas geométricas.
(Laborde, 1998, p. 114)

De acuerdo alo expresado por el MEN (2004), en el marco del proyecto Incorporacion
de Nuevas Tecnologias a Curriculo de Matematicas de la Educacién Basica Secundariay
Media de Colombia, las caracteristicas fundamental es de un sistema de geometria dinamica,

como Geogebra son:



La capacidad de arrastre (dragging) de las figuras construidas, que favorecen la
busqueda de rasgos que permanecen vivos durante la deformacion.

El uso extensivo de locus (Ilugar geométrico) y trace (huella que dgjaunafigura
geométrica cuando se le arrastra), que permite visualizar y descubrir hechos
geomeétricos.

La animacion de figuras, que permite presenciar e proceso constructivo de un

hecho geométrico. (pp. 19-22)

De las anteriores caracteristicas se destaca laimportancia de la primera de ellas, pues
precisamente, el dinamismo ofrecido por €l arrastre eslaprincipal diferenciaentre un entorno
del4piz y papel y un entorno de geometriadindmica. Al ser construcciones dinamicas, las
figuras en la pantalla adquieren una temporalidad, esto es, ya no son estaticas, sino moviles, y
por tanto, sus propiedades deben estar presentes en todas | as posibles posiciones que tomen en
la pantalla. Ademas, lafuncién del trace (rastro en Geogebra) es Util para producir
representaciones de lugares geométricos o gréficas de funciones, cuando un punto va
desplazandose y dejando huella en la pantalla, con base a un comportamiento dirigido por
relaciones o propiedades geométricas o0 algebraicas.

Cabe sefia ar que las dos funciones destacadas son |as que se van aemplear en las
actividades mediadas por Geogebra para analizar | as propiedades de las razones
trigonométricas. Por un lado, lafuncidn de arrastre permitira analizar que los valores de las
razones trigonométricas se mantienen fijos para cualquier triangulo rectangulo semejante, es
decir, gue no dependen de las longitudes de los lados del tridngulo sino de la amplitud del
angulo agudo para e cual se definen. Por otra parte, la funcién de rastro se utiliza para

analizar larepresentacion de las lineas trigonomeétricas (segmentos asociados alas razones
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trigonométricas con referenciaal circulo unitario) y su relacion con las gréficas de las
respectivas funciones trigonomeétricas.

Asi pues, queda puntualizado lo referente al software de geometria dinamico utilizado
para generar un ambiente de geometria dinamica en cada unalas actividades de la secuencia

didéactica que se propone alos estudiantes para €l aprendizaje de |as razones trigonomeétricas.

2.10. Enfoque pedagdgico

Como en toda propuesta didéactica que se quiera disefiar, hay que tener claro el enfoque
pedagdgico desde €l cual se enmarcara su intencion educativa. Asi pues, se aclaraque de
acuerdo alo expresado en e Proyecto Educativo Institucional (P.E.l.), e Liceo Departamental
tiene un model o pedagdgico basado en |a escuela constructivista, desde un enfoque humanista
(20183, p.151). Acercadd paradigma humanista—constructivista, Gonzalez (2006, p. 66)
expresa que es de vital importanciarespetar el valor del ser humano por lo que es
(humanismo), y entregarle herramientas que le permitan acceder a conocimiento por su propia
cuenta (constructivismo). Estos dos paradigmas se complementan para priorizar la parte
cognitivadel ser humano y e refuerzo de su parte conductual, por medio de la manifestacion
de sus pensamientos, ya no como acto mecanico, Sino como acto existencial que le otorga
virtudes, crecimiento, armoniay valor asu ser en el momento de aprender.

No obstante, parala propuesta didéactica objeto de esta investigacién se establece un
enfoque pedagdgico desde lateoria constructivista del aprendizaje por descubrimiento y €l
método de aprendizaje colaborativo, 10s cuales se consideran como |os enfoque méas
coherentes con |la perspectiva de la ensefianza y aprendizaje mediada por un recurso

tecnol dgico, de acuerdo alaexperienciadel autor.



2.10.1. Aprendizaje por descubrimiento

Sereferencialateoriadel aprendizaje por descubrimiento establecida por Jerome

Bruner (1915 - 2016), a partir de un articulo de Barron, A. (1993) para entender su definicion

y sus principios, y explicar su aplicacion en €l desarrollo de la secuencia didactica de esta

investigacion. En primer lugar, € autor define en formasintética el aprendizaje por

descubrimiento como: “la actividad autorreguladora de resolucion de problemas, que requiere

la comprobacién de hipotesis como centro |6gico del acto de descubrimiento” (p. 3). Seguido,

se enumeran los diez principios de esta practica escolar:

1.

2.

3.

El ser humano esta dotado de potencialidad natural para descubrir conocimiento
El resultado del descubrimiento es una construccion intrapsiquica novedosa

El aprendizaje por descubrimiento encuentra su punto de partidaen la
identificacion de problemas

El aprendizaje por descubrimiento se desarrolla através de un proceso de
resolucion significativa de problemas

El acto de descubrimiento encuentra su centro |0gico en la comprobacion de
conjeturas

Para que la actividad resolutiva pueda ser caracterizada de descubrimiento ha de ser
autorreguladay creativa

El aprendizaje por descubrimiento va asociado ala produccion de errores

Al aprendizaje por descubrimiento le es consustancial la mediacion sociocultural
El grado de descubrimiento es inversamente proporciona a grado de

predeterminacion del proceso resolutivo

10. El aprendizaje por descubrimiento puede ser pedagdgi camente promovido. (pp. 4-5)
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En tercer lugar, seinterpretan los diez principios y se explica como se aplican para el
desarrollo de la secuencia didéctica de esta investigacion de la siguiente forma: Los principios
uno y dos son asumidos como algo intrinseco a ser humano, € acto de descubrir un
conocimiento nuevo, a partir de lareflexion y relacion de conocimientos y experiencias
cognitivas anteriores, es fundamental parael aprendizaje. Los principiostresy cuatro,
relacionados con laimportancia de la ensefianza por medio del planteamiento de situaciones
problemas que fomenten un proceso de indagacion y descubrimiento, van en coherenciacon la
intencionalidad propuesta en las actividades (problemas de exploracidn en contexto dentro de
las mismas matematicas) de la secuencia didactica disefiada en este trabgjo. Larelacion del
quinto principio con €l objetivo de este trabao es mas que evidente; de hecho, |as actividades
planteadas a los estudiantes |e apuntan al desarrollo de un proceso de visualizacion asociado a
la conjeturacion de ideas para probar de manera pragméticalas propiedades y relaciones de las
razones trigonométricas.

También, el sexto principio se aplicaen lo que se espera del aprendizaje del estudiante
al trabajar las actividades de |a secuencia didéactica, pues no solo debe poner en uso los
conocimientos previos para dar respuesta a algunas de las preguntas, sino que ademas se
espera una actitud innovadoray propositiva por parte de ellos para responderlas.

En cuanto alo expresado en e principio siete, se destacalo dicho por Piaget (1981):
“un error corregido puede ser mas fecundo que un éxito inmediato” (p. 114). Aungue por
cuestiones organizativas de tiempo €l desarrollo de las actividades no permitia el espacio para
socializar los resultados y trabajar en forma reflexiva sobre |os errores cometidos en su
solucion, e docente investigador al ver los resultados (con errores conceptualesy
procedimentales) de la primera actividad, aplica este principio haciendo una sesién de

aclaracion antes de continuar la actividad 2. Ademas, €l orden de |as actividades permitia que



al comprender & proceso de trabajo superando |os errores cometidos en las primeras razones
trigonométricas (seno y coseno), luego fuera mas sencillo e desarrollo de las Ultimas
actividades con | as razones trigonométrica restantes (tangente, secante, cosecante y
cotangente).

Ahorabien, respecto a octavo principio se puede afirmar que es el que sustentala
conexion con el método del aprendizaje colaborativo; por estarazon, las actividades de la
secuencia didactica se proponen para ser trabajadas en paregja, y asi lograr un didogo entre los
aprendices de sus conjeturas y puestas de acuerdo para escribir sus respuestas. Siguiendo con
el noveno principio, seinterpreta que lariqueza del descubrimiento depende de qué tan
minima sea la predeterminacion del proceso de solucién del problema propuesto. De Este
modo, se puede decir que este principio no se cumple en gran medida para el caso delas
actividades propuestas a | os estudiantes, pues todas €ellas tienen un proceso dirigido en las
instrucciones dadas en €l taller, del que se espera el descubrimiento de alguna propiedad o
relacion, y es posible que dichas instrucciones no permitan tanto lalibertad de los procesos de
los estudiantes, aunque siempre habra estudiantes que sorprendan con sus procedimientos y
respuestas originales.

Por ultimo, el décimo principio invita a pensar pedagogicamente el desarrollo de esta
forma de ensefianza y aprendizaje, por medio de la experimentacion, la planeacion reflexivay
la practicainvestigativa. Por estarazén, € producto resultado de estainvestigacion (secuencia
didéctica) se seguirdimplementando en lainstitucion educativa Liceo Departamenta en los
anos lectivos siguientes, con e fin de evaluar y redisefiar |las actividades en pro de unamejora
sistematica de las actividades de dicha secuencia didacticay, por lo tanto, de los resultados de

aprendizaje en |os estudiantes.
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2.10.2. Aprendizaje Colaborativo

Barkley et a. (2012) responden ala pregunta ¢qué se entiende por aprendizaje
colaborativo?, de la siguiente manera: “En la préctica, el aprendizaje colaborativo ha llegado a
significar que los estudiantes trabajan por parejas 0 en pequefios grupos para lograr unos
objetivos de aprendizaje comunes. Es aprender mediante el trabajo en grupo, en vez de hacerlo
trabajando solo” (p. 17). Pero, esta definicion tiende a ser confundida con otras expresiones
como: aprendizaje cooperativo, aprendizaje en equipo, aprendizaje en grupo o aprendizaje
con ayuda de comparieros. Por |0 tanto, se enuncian tres caracteristicas fundamental es del
aprendizaje colaborativo, para diferenciarlo de otros términos similares:

1. Tieneun disefio intencional. Los profesores deben estructurar unas actividades de
aprendizaje intencional, no solo dar unainstruccion de trabajo en grupo.

2. Presenciade la colaboracion. Todos |os participantes (incluyendo a profesor)
deben comprometerse atrabajar activamente juntos para alcanzar |0s objetivos
sefialados.

3. Tiene unaensefianza significativa. Los estudiantes deben incrementar sus

conocimientos o profundizar su comprension del curriculo de la asignatura. (p. 18)

Asi pues, reuniendo las tres caracteristicas enunciadas por Barkley et a. (2012), se puede
redefinir el aprendizaje colaborativo como la metodol ogia de ensefianza y aprendizaje en que
dos 0 més estudiantes trabajan juntos y comparten equitativamente la carga de trabajo mientras
progresan hacialos resultados de aprendizaj e previstos por € profesor (p. 18).

Teniendo unaideamas clara sobre € término aprendizaje colaborativo, Barkley et al.

(2012) presentan una clasificacion de treinta técnicas de aprendizaje colaborativo (TACs)



definidas a partir de diversas investigaciones sobre e aprendizaje colaborativo, especificando

cinco grandes categorias, para hacer mas resumido su tratamiento.

Delas TACs, mostradas en latabla 2, latrabajada en la propuesta de secuencia didéctica

esladelacategoria de resolucion de problemas (en contexto geomeétrico), y en forma especifica

lade caso tipo resolucion de problemas por pargas pensando en voz alta (RPPPVA).

Es claro que, como se describira en la metodol ogia mas adel ante, |as actividades se

proponen para ser trabajadas en pargasy |os estudiantes deben pensar en voz dta para

desarrollar en conjunto la solucion alasituacion problema planteada en las preguntas del taller

con base alo observado en el AGD dado por € archivo abierto en Geogebra.

Tabla?2
Categorias de técnicas de aprendizaje colaborativo
Categoria Descripcion Casos Tipo
Didogo Lainteraccion y los intercambios de los Piensa, forma una pargja y comenta; Rueda de

Ensefianza reciproca
entre comparieros

Resolucion de
problemas

Organizadores de
informacién gréfica

Redaccion

estudiantes se consiguen principalmente
mediante la palabra hablada.

Los estudiantes se ensefian mutuamente con
decision adominar teméticasy adesarrollar
competencias relacionadas con ellas.

Los estudiantes se centran en practicar
estrategias de resolucién de problemas.

Los grupos utilizan medios visuales para
organizar y mostrar informacion.

Los estudiantes escriben para aprender
contenidos y competencias importantes.

ideas; Grupos de conversacion; Para hablar, paga
ficha; Entrevista en tres pasos; Debates criticos.

Toma de apuntes por pargas, Celdas de
aprendizaje; La pecera;, Juego de rol;
Rompecabezas; Equipos de examenes.

Resolucién de problemas por pargjas pensando en
voz dta; Pasa e problema; Estudio de casos;
Resolucién estructurada de problemas; Equipos de
andlisis; Investigacion en grupo.

Agrupamiento por afinidad; Tablade grupo; Matriz
de equipo; Cadenas secuenciaes, Redes de
palabras.

Diarios para € didogo; Mesa redonda; Ensayos
di&dicos; Correccion por € compafiero; Escritura
colaborativa; Antologias de equipo; Seminario
sobre una ponencia.

Fuente: Barkley et a. (2012, p.84)

Con lo anterior dicho, se puede afirmar que | os enfoques pedag0gicos, aprendizaje por

descubrimiento y aprendizaje colaborativo, se complementan, pues con laTAC de RPPPVA

usada para trabgjar la secuencia didactica, se da cumplimiento alos principios tres, cuatro, cinco

y ocho del aprendizaje por descubrimiento, descritos en €l anterior apartado 2.10.1.
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3. Disefio metodolégico

Desde |a perspectiva de Pérez, G. (1994), la investigacion cualitativa es considerada
como: “un proceso activo, sistematico y riguroso de indagacion dirigida, en la que se toman
decisiones sobre lo investigable, en tanto se esta en el campo de estudio” (p.46). Asi pues, se
destaca que € presente proyecto de investigacion se planteara desde un enfoque metodol 6gico
cualitativo de estudio de casos. Para precisar |0 que se entiende por este tipo de estrategia
metodol 6gica de investigacion, se referenciala definicion dada por Yin (2003)2:

Primero, la definicion técnica comienza con el alcance de un estudio de caso:

1. Un estudio de caso es una investigacién empirica que

* investiga un fendmeno contemporaneo dentro de su contexto de la vida real,
especialmente cuando
* loslimites entre fenOmeno y contexto no son claramente evidentes.

En segundo lugar, debido a que el fendmeno y e contexto no siempre se distinguen
en situaciones de la vida real, un conjunto completo de otras caracteristicas técnicas,
incluidaslarecoleccién dedatosy las estrategias de andlisis de datos, ahora se convierten
en la segunda parte de nuestra definicion técnica:

2. Lainvestigacion del estudio de caso

» hace frente a la situacion técnicamente distintiva en la que habra muchas mas
variables de interés que puntos de datos, y como un resultado

» se basa en multiples fuentes de evidencia, con datos que necesitan converger de
formatriangular, y como otro resultado

» sebeneficiade desarrollo previo de propuestas tedricas para guiar larecopilacion y

el andlisis de datos. (pp. 13-14)

8 Traduccion realizada del inglés al espafiol, por € autor de este trabajo, desde la fuente original (Yin,
2003).
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La anterior decision metodol 6gica se justifica por € hecho de que la pregunta problema
propone analizar como la implementacion de una estrategia didéactica mediada por un recurso
TIC desarrolla una competencia matematica en el estudiante, cuando se aprenden las razones
trigonomeétricas. Asi pues, una investigacion cuantitativa interesada por datos numéricos y
andlisis estadisticos, no seria tan apropiada para dar cuenta de o que se necesita referenciar,
para lograr €l objetivo de esta investigacion. Por lo tanto, entre las diversas perspectivas
metodol 6gi cas especificas paralainvestigacion en Educacion Matematica, que se enmarcan en
la investigacion cualitativa siguiendo la estrategia de estudio de casos, se escoge la de la

Ingenieria Didactica, sobre lacua se hace unamayor referenciay precision a continuacion.

3.1. Laingenieria didactica como metodologia de investigacion

Para puntualizar a la Ingenieria Didactica como la perspectiva metodologica de
investigacion propiade la educaci on matemati ca que se sigue en este trabaj o, se procede primero
adar su definicion general: “EIl termino ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias
de clase concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de manera coherente por un, con €l
fin de redlizar un proyecto de aprendizaje para una poblacion determinada de alumnos”.
(Douady, 1995, p.61)

Luego, se precisan las caracteristicas de la ingenieria didactica como metodologia de
investigacion de acuerdo a Artigue (1995). En primer lugar, se caracteriza por un esguema
experimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcidn,
realizacion, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza. De acuerdo a lo anterior, se
distinguen dos niveles. la microingenieria y la macroingenieria, segun la importancia de la

realizacién didacticainvolucrada en lainvestigacion. (p. 36)
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Se aclara que en este trabgjo 10 que se lleva a cabo es una aproximacion de lo que se
conoce como microingenieria didactica, que a pesar de ser € nivel de ingenieria didactica més
facil de llevar ala practica, se reconoce que unainvestigacion de este nivel debe involucrar un
proceso de rigor cientifico mucho maés exigente que e realizado aqui.

En segundo lugar, la metodologia de la ingenieria didactica se caracteriza también por
el registro en € cual se ubicay por las formas de validacion a las que estéa asociada. Esta se
diferencia de otras metodologias de investigacion en el aula de clase que recurren a la
experimentacion, pues no tiene un enfoque comparativo con validacion externa (basada en la
comparacion estadistica del rendimiento de grupos experimentales y grupos de control); sino
que, por & contrario, se ubicaen €l registro de los estudios de caso, cuyavalidacion esen esencia
interna (basada en la confrontacion entre el anadisisapriori y a posteriori). (p. 37)

Entercer lugar, el enfoque metodol 6gico delaingenieriadidéacticaproponelarealizacion
de un proceso que constade cuatro fases: lafase 1 de andlisis preliminar, lafase 2 de concepcion
y andisis apriori de las situaciones didéacticas de laingenieria, la fase 3 de experimentacion y
finalmente lafase 4 de andlisis a posteriori y evaluacion. (p. 38)

Por ultimo, se puede decir que en esta investigacion el desarrollo de la primera fase,
andlisis preliminar, se presenta en los distintos apartados del marco teorico, pues en ellos se
especifica varios de los andlisis preliminares sugeridos por Artigue (1995, p. 38) para este
enfoque metodol 6gico de investigacion didactica. Entre éllos, el andlisis epistemol 6gico de los
contenidos contemplados en la enseflanza (razones trigonométricas), a igua que, las
consideraciones curriculares, didacticas y cognitivas sobre la ensefianza tradicional versus la
ensefianza mediada por un recurso TIC.

A continuacion, se especifican |os aspectos de la metodologia referentes a la estrategia

de muestreo, los instrumentos de medicion y e plan de andlisis.
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3.2. Estrategia de muestreo

Teniendo en cuentaque el enfoque metodol 6gico seleccionado es el de estudio de casos,
y que el andlisis de los datos requiere un trabgjo bastante dispendioso, se considero realizar la
recoleccion de informacién seleccionando tres (3) parejas® de estudiantes de grado décimo del
ano lectivo 2019. Estos estudiantes fueron seleccionados teniendo en cuenta su nivel de
desempefio en € area de Mateméticas en € afio lectivo anterior (2018 — Grado 9°), es decir,
que se escogieron una pareja de estudiantes con “nivel basico de desempefio” (valoracion final
de 3,0 a 3,9), otra pareja con “nivel alto de desempefio” (valoracion final de 4,0 a4,5) y otra
pareja con “nivel superior de desempefio” (valoracion final de 4,6 a 5,0).

Ladiversidad de los niveles garantiza que la muestra no esté sesgada a un solo tipo de
estudiante segn su desempefio académico y asi, se tuvieraun abanico méas amplio paraanalizar
los diversos comportamientos de los individuos a momento de realizar las actividades
didacticas propuestas en esta investigacion. Se aclara que no se escogieron estudiantes con
dificultades de aprendizaje, porque € desarrollo de la secuencia didéactica requiere de unos
conocimientos y procesos aprendidos previamente por parte de los estudiantes, que por |o
general, quienes han sido promocionados de grado con un nivel bajo de desempefio no lostienen
bien aprendidos.

Otra aclaracion sobre la muestra es que la secuencia didactica se implementd en uno de
los cinco grupos (36 a 40 estudiantes por grupo) de grado décimo de la institucion educativa,
esto debido a que en dicho grado el docente investigador solo pudo acordar (teniendo en cuenta

la disponibilidad del salén con recursos tecnol 6gicos adecuados) con una de las dos profesoras

9 De acuerdo a la tabla Tamarios de muestra comunes en estudios cualitativos presentada por Hernandez et. a

(2014, p.385), para un estudio de casos se sugiere como tamafio minimo de muestra de seis a diez registros de

casos, pero si esun andlisis en profundidad, se sugiere de tres a cinco casos.



de mateméticas de grado décimo, la ayuda para €l desarrollo de estainvestigacion, y lamisma
profesora fue quien sugirio realizar la implementacion con uno de los grupos de mejor
disposicion para las clases, prometiéndose a los estudiantes de este grupo una valoracion
académica positiva en la dimension personal para la determinacion de su nota de matematicas
en el tercer periodo del afio lectivo 2019. Por ultimo, se precisa que la profesora del area de
matematicas del grupo de grado décimo con € que se realiza €l trabajo no participa de la
investigacion, porque alude no dominar €l uso del SGD Geogebra involucrado en la secuencia

didéactica, por lo tanto, cede & desarrollo de las clases a docente investigador en su totalidad.

3.3. Instrumentos de medicion

El trabgjo de andlisis cualitativo se va a centrar sobre las acciones realizadas por los
estudiantes con las actividades propuestas en la secuencia didactica que se piensa desarrollar
en estainvestigacion. Por o tanto, un instrumento de medicion apropiado para visualizar como
las tres parejas de estudiantes de la muestra utilizan el recurso tecnol 6gico, es la grabacién de
pantalla por medio de FastStone Capture (software incluido en el sistema operativo Windows).
También setomararegistro en video de plano frontal completo, utilizando |as camaras de video
de los computadores disponibles en € salon facilitado por la profesora titular del grupo
intervenido, paraver las acciones de |0s estudiantes respecto alainteraccidn con su compariero
y € docente investigador. Cabe aclarar que alos padres se les solicitd firmar un consentimiento
informado parala grabacion de los estudiantes como el presentado en el Anexo C.

Del mismo modo, se recurre a un registro escrito de las respuestas entregadas por los
estudiantes para cada una de | as actividades de |a secuencia didéactica, mediante un cuestionario
dado en forma de guia taller. Este permite recoger informacion escrita sobre lo que los

estudiantes estan comprendiendo en cada una de las mismas actividades.

67



68

3.4. Plan deanalisis

Paraanalizar lainformacién recopilada en los videos y en los cuestionarios se utilizauna
rgjilla con categorias de andlisis definidas previamente para cada una de las actividades
realizadas, estas permitiran clasificar las evidencias acerca de |o que se quiere encontrar en cada
unade las actividades. A continuacion, se gemplificacomo se realizadicho andlisis.

A los estudiantes se les plantea una serie de actividades gque realizan haciendo uso del
software de geometria dinamica Geogebra, con la finalidad de evidenciar como la interaccion
del estudiante con la actividad le permite desarrollar procesos asociados a la competencia
matemati ca de razonamiento, en especial el de visualizacion. Cada unade estas actividadestiene
un andlisis a priori en e que se exponen cuatro elementos. 1. Desempefios evaluados
(distinguiendo nivel de competencia), 2. Indicadores de desempefios, 3. Conocimientos
asociados (conceptuales y procedimental es), 4. Respuestas esperadas. Este Ultimo elemento es
clave paraplantear |as categorias de andlisis de la informacion recopilada.

Por cuestiones précticas y para verificar la eficaciade la TAC de RPPPVA, € andlisis
se enfoca en contrastar |0s resultados registrados por |as pargjas de estudiantes en € taller de
cada una de las actividades, con sus |os respectivos registros de video (tanto de pantalla como
frontal de los estudiantes) en donde se evidencialainteraccion de | as parejas de estudiantes con
la actividad realizada. Estos dos videos se usaran en conjunto para analizar €l desarrollo de los
procedimientos esperados por parte del estudiante, al momento de dar respuesta a cada una de
las preguntas propuestas en €l taller guia de cada actividad. Dichos procedi mientos se describen
especificamente para cada actividad y se convierten en categorias de andlisis para la
presentacion de resultados y conclusiones de esta investigacion. Las categorias de andlisis
corresponderan a las respuestas que se esperan por parte de los estudiantes para evidenciar €l

desarrollo de los procesos asociados a la competencia matematica de razonamiento.
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Asi pues, de acuerdo a las respuestas que se esperan por parte de los estudiantes se hara
la distincion de los niveles de desempefio “Ni”, esperados para cada una de las actividades
propuestas. Ademas, se distinguen los procesos “Di”, que se esperan sean realizados por los
estudiantes en las mismas actividades.

Para efectos de sistematizacion de los resultados, latabla 3 presenta laforma en la que
se van aidentificar las tres parejas de la muestra con los codigos P1, P2 y P3, (se precisa que
paraidentificar alos estudiantes se utilizard el codigo E1P1 o E2P1), y €l nivel de desempefio
alcanzado de acuerdo a lo esperado en las respuestas de los estudiantes en cada actividad
planteada.

Tabla3
Ejemplo de sistematizacion de resultados ““Niveles de desempefio™

Parga N1 N2 N3 N4
Pl v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracion propia.

De mismo modo, latabla 4 presentalaformaen laque se van adistinguir categorias de
andlisis de acuerdo a los procedimientos esperados en la interaccion de los estudiantes con la
actividad planteada, marcando con un simbolo de chequeo (v') € proceso evidenciado y con
unaequis (X) & que no fue evidenciado por la pareja de estudiantes.

Tabla4

Ejemplo de sistematizacion de resultados ““Procesos desarrollados™

Parga D1 D2 Ds D4

P1 v v X X
P2 v v v X
P3 v v v v

Fuente: Elaboracién propia.
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4. Analisisderesultados

De acuerdo a los objetivos especificos planteados, se presenta a continuacion €l
andlisis del desarrollo, acancey limitaciones de cada uno de ellos, como resultados de la

presente investigacion.
4.1. Diagnostico dela competencia de razonamiento

Teniendo en cuenta el Reporte de resultados historicos del examen Saber 11° en la
institucion educativa de los afios 2016 a 2018, se puede destacar la situacion gque tienen los
porcentajes de respuestas incorrectas en € aprendizaje evaluado por € Icfes, como |o muestra
lafigura8: Aprendizaje N°1. Valida procedimientos y estrategias matematicas utilizadas para
dar solucion a problemas, € cual tiene estrecha relacion con e desarrollo de la competencia
matemética de razonamiento.

Figura8
Porcentaje promedio de respuestas incorrectas en el aprendizaje evaluado N°1.
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En lafigura 8 se observa que los estudiantes de la |.E. Liceo Departamental de grado
11 desde € afio 2016 hasta el 2018 han tenido un porcentaje promedio de respuestas
incorrectas en |las preguntas que evalUan € aprendizaje N°1 mencionado, entreel 35%y €
39%. Esto lo posicionaen € nivel amarillo de atencion, pues, si paralos siguientes afios sigue
latendencia que traia de crecimiento en respuestas incorrectas, |0 mas probable es que en €

2019 entrase anivel naranjade aerta.

Lo anterior evidencia que lainstitucion debiatomar medidas curriculares y
pedagdgicas en € area de mateméticas para mejorar €l aprendizaje de sus estudiantes y de
paso sus resultados en |as pruebas estandarizadas de evaluacion. No obstante, en el 2019 los
resultados de la prueba Saber 11 evidenciaron un sostenimiento en e mismo nivel amarillo de
porcentaj e de respuestas incorrectas para el mismo aprendizaje evaluado, en un 33% (Icfes,

2019, p.28).

Haciendo un andlisis del historial de resultados en las pruebas presentadas por los
estudiantes egresados en el 2019, se puede destacar que estos habian presentado las Ultimas
pruebas Saber de 9° que serealizaron en € afno lectivo 2017 (en los afios 2018 y 2019, € Icfes
no realizd pruebas saber de 9°) y sus resultados respecto a las competencias mateméticas y 10s
componentes evaluados evidenciaron la problematica que se venia presentando respecto ala
competencia matematica de razonamiento (ver figura9) y alos conceptosy procesos
relacionados con el componente geométrico-meétrico (ver figura 10). De lainterpretacion de
estas dos figuras se concluye que: “En comparacion con los establecimientos que presentan un
puntgje promedio similar a delainstitucion en el é&reade Matematicasy en € grado noveno,
el establecimiento es muy débil en la competencia de razonamiento y argumentacion, y muy

débil en el componente geométrico-métrico” (Icfes, 2018b, p.7).
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Figura9
Competencias evaluadas, matematicas - grado noveno
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Fuente: Icfes (2018b, p.7)
Figura 10

Componentes evaluados, matematicas - grado noveno
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Lo anterior evidencia que hasta €l afio 2019 se presenta una problematica respecto a

desarrollo de la competencia matematica de razonamiento, en |os estudiantes egresados de



grado 11°. Ahorabien, respecto al tema especifico de la asignatura de trigonometria en el afio
2018, cuando dichos estudiantes evaluados en €l 2019 se encontraban en grado 10°, se puede
verificar en las estadisticas del sistema de calificaciones de lainstitucion (I.E. Liceo
Departamental, 2018b), presentadas en el Anexo A, que en & primer periodo un ato
porcentaje (43,06%, es decir, 90 de 209 estudiantes) obtuvieron bajo desempefio (valoracion
entre 1,0y 2,9 de 5,0) en el indicador relacionado con el aprendizaje de las razones
trigonométricas. Argumenta, resuelve y propone problemas que involucran las razones

trigonométricas.

Por otra parte, paratener presente el estado del desarrollo de la competencia
matematica de razonamiento geomeétrico en lainstitucion, se termina este andlisis revisando €l
desemperio de |os estudiantes que realizaron | as actividades propuestas en esta investigacion
en el ano 2019. Estos estudiantes cuando estaban en grado noveno (afio lectivo 2018) no
presentaron pruebas Saber 9°, porque e MEN no las implemento en ese afio. Por |o tanto, se
analiza el desempefio que tuvieron en el area de geometria, especificamente en el segundo
periodo en el cua se le proponian problemas de semejanza de triangul os en |os que debian
desarrollar sus estrategias de razonamiento pararesolverlos en e contexto de aplicacion del
Teorema de Thales. Respecto a esto se puede verificar en las estadisticas que € 71,43% de los
estudiantes de grado noveno (85 de 119, ver Anexo B), reprobaron el indicador de aprendizaje
relacionado con la comprobacion de semejanza de triangul os desde la aplicacion del teorema

de Thales (I.E. Liceo Departamental, 2018c).
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Es muy probable que los anteriores resultados negativos en cuanto al aprendizaje de los

temas de la geometria escolar basica, tales como la semejanza de tridngul os, siga siendo

consecuencia de una anquil osada forma de ensefianza tradicional de lageometria. Enla
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ensefianzatradicional de la semejanza de triangul os, |os docentes inician una exposicion de los
criterios de semejanza mostrando una gréfica con dos tridngulos entre los cual es se establece
larelacion propiadel criterio agjemplificar (AA, LAL y LLL). Seguido, los docentes
presentan ejemplos de verificacion de la semejanza de dos triangul os utilizando cada uno de
los criterios, paraluego pasar ala propuesta de gercicios de précticay por ultimo, la
evaluacion escrita con gercicios parecidos alos de la practica. Asi pues, los investigadores
Bricefio, E. & Alamillo, L. (2017, p.112) expresan que ladificultad en €l aprendizaje de la
semejanza por parte de los estudiantes, se debe a que en laensefianzatradicional dela
geometria se recurre a uso excesivo de lamemorizacion y aplicacion de formulas que
carecen, conceptualmente, de significado para el estudiante. Ademés, otra posible causadela
dificultad para alcanzar este aprendizaje puede ser, como o expresa Gonzalez et al. (2017),
que: “en la ensefianza tradicional de la trigonometria (o de la geometria), las figuras dibujadas
por el maestro en la pizarra, ademés de ser estaticasy rigidas, pueden ser muy diferentes de
aquello que él quiere representar” (p. 401). De este modo se confirmalanecesidad de
proponer estrategias metodol 6gicas distintas alatradicional, en laque serecurraa

representaciones graficas dinamicas, parala ensefianza de |la geometria escolar.

4.2. Diseflo eimplementacion de la secuencia didactica

En primer lugar, se aclara que las actividades de |a secuencia didactica fueron
propuestas en un orden especifico respecto alas consideraci ones tedricas realizadas sobre los
conceptos y los procesos que se involucran en ellas mismas, con relacion al desarrollo dela
competencia del razonamiento geométrico, y en especia con el proceso de visuaizacion. Asi
pues, se decide plantear como primera actividad € analisis de |las tres razones trigonométricas

bési cas, desde sus definiciones como la relacion entre los tres lados de un tridngul o rectangulo,



siendo estalaformacomo se dio € desarrollo histérico de las razones trigonomeétricas, como
objetos mateméticos, seguin se expuso en € apartado 2.5 del marco teorico.

L as actividades de |a secuencia didactica propuesta en esta investigacion se dividen en
tres secciones, enfocando laidea de que el desarrollo del razonamiento geomeétrico se puede
favorecer, cuando se realiza un tratamiento conceptual de las razones trigonométricas, que
abarque desde |o basico hastalo mas complego, tal como lo plantea el modelo de los niveles de
razonamiento de van Hiele (mencionados en el apartado 2.6 del marco tedrico).

Siguiendo laidea, se puede decir que las actividades de la seccién |1 de la secuencia
didactica, en las que se analizalarelacion que hay entre las razones trigonomeétricas y las
longitudes de |os segmentos especificos, que las representan en el circulo unitario sobre €l
plano cartesiano, permiten unainterpretacion mas geométrica que algebraica, 0 numerica, de
las razones trigonomeétricas, que conlleva a unamejor comprension de las propiedades de las
gréficas de las funciones trigonomeétricas basicas en las actividades de la seccion |11 dela
secuenciadidactica, gracias alos procesos de visualizacion y conjeturacion que se originan
con las preguntas planteadas en ellas.

En estamismaidea, se puede mencionar latesis doctora del investigador Cos Dabiri
Fi (2003), en lacua exhibe como una conjetura, para explicar la problemética de |a ensefianza
de latrigonometria desde |os conocimientos (pedagdgicos y mateméticos) que tienen los
maestros de mateméticas en formacion, que: estos no aprendieron ni entendieron
adecuadamente |a trigonometria cuando estuvieron expuestos a estas ideas en las escuela
secundaria 0 en su uso posterior de la trigonometria en los cursos de matematicas de la
universidad (p.200). Segun esto, las dificultades de la ensefianza de |a trigonometria es un
problema que se repite de generacidn a generacion, por lainsuficiente formacion delos

docentes de matematicas en €l tema. Ademas, en el planteamiento de las conclusiones de su
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tesis Fi se pregunta: ¢Como |os maestros de matematicas en formacion, desarrollaran las seis
razones trigonometricas basicas en sus clases?, y seguido responde:

L os resultados indican que |os maestros en formacion definiran con precision
las seis razones trigonométricas basicas a través de triangul os rectangul os. Sin
embargo, la mayoria de estos no hacen |as conexiones apropiadas con |os triangulos
semejantes, 10 que se apoya en la comprension de triangul os rectangul os semejantes, y
gue alavez produce las nociones de las razones trigonométricas. En este punto se tuvo
escasa discusion sobre las definiciones de | as funciones trigonométricas o el uso del
circulo unitario. (p.209)

De acuerdo alo anterior, se puede decir que para ordenar las actividades de la
secuencia didactica objeto de esta investigacion, se tuvo en cuenta la sugerencia dada por Fi
(2003), respecto a hacer un mayor énfasis en larelacion de semejanza de | os triangulos
rectangul os parala construccion del concepto de | as seis razones trigonomeétricas, y de paso
desarrollar € razonamiento geomeétrico; asi como disponer de un mayor nimero de relaciones
conceptuales, a trabajar las razones y las funciones trigonomeétricas, no solo desde €l enfoque
de los triangul os rectangul os, sino también, con € uso del circulo unitario.

A continuacion, se presentan |as actividades disefiadas con su respectivo andlisisa
priori como se planted en & capitulo 3 Disefio metodol 6gico, de acuerdo ala perspectiva
metodol 6gica de la microingenieriadidactica. Al final de esta presentacion, se especifican
detalles de laimplementacion realizada, logros, dificultades y decisiones tomadas en €
camino de la mismainvestigacion.

Latabla 5 presenta los recursos didécticos disefiados para € desarrollo de cada una de

las actividades de la secuencia didéactica objeto de esta investigaciOn, separadas en tres
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secciones. Estos son los talleres en formato PDF, que se entregaron impresos a los estudiantes
y las figuras dinamicas de Geogebra con |as que se desarrollaron dichos talleres.
Tablab

Recur sos didacti cos disefiados

Seccién Actividad Taller (Impreso) Figuraen Geogebra

8 Actividad 1A.ggb
8 Actividad 1B.ggb

Actividad 2.pdf = Actividad 2.ggb

I 1. Razones seno, coseno y tangente. Actividad 1.pdf

I 2. Razones seno y coseno en €l
circulo unitario.

1 3. Razonestangente y secante en €l
circulo unitario

I 4. Razones cotangente y cosecante
en el circulo unitario.

Actividad 3.pdf & Actividad 3.ggb

Actividad 4.pdf = Actividad 4.9gb

Il 5. Funcién seno Actividad 5.pdf 8 Actividad 5.ggb
Il 6. Funcién coseno Actividad 6.pdf 8 Actividad 6.ggb
Il 7. Funcién tangente Actividad 7.pdf 8 Actividad 7.ggb

Fuente: Elaboracién propia
Cabe aclarar que todos los talleres tenian el mismo titulo general: “Razones
Trigonométricas”, solo se diferencian por € nimero de la actividad y no se daba un titulo
especifico como € propuesto en latabla 3, parano predisponer |as respuestas de los

estudiantes, en algunas preguntas de los mismos talleres.

4.2.1. Secuencia didéactica - Seccion |

En esta seccion setiene el desarrollo de la Actividad 1, taller que consta de tres partes,
de las cuales |a primera se trabaja con base a la figura de Geogebra llamada Actividad 1A.ggb
(ver figura1l) y lasegunday tercera parte se trabajan con base alafigura de Geogebra
titulada Actividad 1B.ggb (ver figura12).

Laprimera parte de esta actividad tiene como objetivo principal que los estudiantes
visualicen y descubran por su propia cuenta, que las razones trigonométricas dependen

especificamente del valor que tenga el angulo agudo del tridngulo rectdngulo para el cual se
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estan definiendo las razones mismas, y que no dependen de las longitudes de los lados del
triangul o rectangulo en cuestion, aunque se calculen haciendo uso de dichas longitudes.

Figura 11

Figura dinamica en Geogebra (Actividad 1A.ggb)
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Fuente: Elaboracién propia

Lafigura 11 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla a abrir el archivo de
Geogebra “Actividad 1A.ggb”, en el cual ellos tienen que explorar, visualizar y concluir que al
cambiar e angulo agudo los valores de |as razones también cambian. Se trata de un triangulo
rectangulo de vértices A, B y C (con angulo recto en C), cuyas longitudes de sus lados se
presentan sobre cada uno de sus segmentos AB, BC y CA; ademas, sobre €l vértice A se
presenta el angulo agudo g con su medida en grados (con tres cifras decimales), y a lado
derecho se tienen las tres razones entre |os segmentos respectivos del triangulo rectangulo
ABC. En estafigura el Unico punto que se puede mover, usando € cursor del ratén, es el
vértice B (punto de color azul). Este movimiento hace que las longitudes de los catetos BC y

CA cambien, mientras lalongitud de |a hipotenusa se queda invariante.
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Asi pues, por medio de la manipulacion de lafigura dinamica en Geogebra, se espera
gue los estudiantes visualicen que los val ores de | as razones mostradas en pantalla, a
modificar el angulo agudo ¢, también van a cambiar obligatoriamente, porque el cambio en €
angulo hace que los catetos cambien sus respectivas longitudes, aungue se mantenga constante
la hipotenusa. Ademés, se proponen dos preguntas adicionales en las que seinvitaalos
estudiantes a explorar |0 que sucede con los valores de | as razones cuando €l angulo agudo

tomaun valor nulo (0°) o recto (90°).

Figura 12
Figura dinamica en Geogebra (Actividad 1B.ggb)
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La segunda parte de esta actividad tiene como objetivo principal que los estudiantes
continden reafirmando la conclusién, que hayan podido deducir en la primera parte, acerca de

la dependencia que tienen los valores de las razones con el cambio del angulo agudo g, y lano

dependencia de ellas respecto alas longitudes de los lados del triangulo rectangulo.



Lafigura 12 presentalo mostrado en pantalla al abrir € archivo de Geogebra
“Actividad 1B.ggb”. En este los estudiantes deben continuar la exploracion, visualizacion y
conclusion iniciada en la primera parte, es decir, que al cambiar e angulo agudo q los valores
de las razones también cambian. También, podran visualizar que si €l angulo agudo no cambia
y los lados dél triangulo rectangulo si 1o hacen de manera proporcional, entonces las razones
se mantienen invariantes. Se trata de un triangulo rectangulo similar a descrito en lafigura 11,
con las mismas razones entre sus lados respectivos. Ladiferencia es que en estafigura se
tienen dos puntos gque se pueden mover: el primero es el punto P (color azul) que se encuentra
sobre una semirrecta que hace mover libremente el dngulo agudo g, haciendo que las
longitudes de la hipotenusa AB y el cateto BC cambien de longitud (quedando quieto € cateto
CA), y como consecuencialos valores de las razones cambian igualmente. El segundo es el
punto del vértice C (color rojo), €l cual puede modificar lalongitud del cateto CA, lo cua hace
gue se modifiquen las longitudes de los otros dos lados a mismo tiempo, pero en este caso €l
angulo agudo g se mantiene fijo, asi como el angulo recto en C. EI movimiento del punto C,
permite visualizar que las razones se mantienen constantes en sus resultados, pues |os lados
varian en forma proporcional, debido a que los triangul os que se obtienen siempre son
semejantes entre si, semejanza justificada por € criterio angulo-angulo (AA).

Por |o tanto, con |a segunda parte de esta actividad se espera que los estudiantes
terminen de visualizar y concluir la propiedad de las razones trigonométricas de su
dependencia absolutay Unica del valor del angulo agudo para el cual se estan definiendo y que
no importa el tamafio del triangulo rectangulo, si el angulo agudo es e mismo, las razones

trigonométricas tendran siempre el mismo valor.
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Laterceraparte delaActividad 1 tiene como objetivo formalizar las definiciones de las
tres razones trigonométricas basicas (seno, coseno y tangente). En esta parte se solicita que los
estudiantes utilicen la notacion de segmentos de los lados del triangulo rectangulo de lafigura
12, para definir las razones de seno como lado opuesto al angulo agudo sobre hipotenusa, de
coseno como lado adyacente al angulo agudo sobre hipotenusa y de tangente como lado

opuesto a angulo agudo sobre € lado adyacente al angulo agudo.

De acuerdo alaanterior descripcion de la Actividad 1, en la que se expusieron de
manera breve |0s objetivos general es de cada parte, y para efectos de |a sistematizacion de los
resultados que se realizard en la evaluacion de la secuencia didactica, se plantean los

siguientes niveles de desempefio esperados:

N1: Los estudiantes reconocen |os el ementos variantes e invariantes del triangulo
rectangulo y de lainformacion presentada, pero no establece relaciones entre ellosy 1o

sucedido con las razones trigonométricas.

N2: Los estudiantes establecen unarelacion entre los elementos variantes e invariantes
del tridngulo rectangulo y de lainformacion presentada, respecto alo sucedido con las

razones trigonométricas, pero no o justifica con argumentos claros y preci sos.

Ns: Los estudiantes justifican larelacion entre los el ementos variantes e invariantes del
triangul o rectéangulo y de lainformacion presentada, respecto alo sucedido con las

razones trigonométricas, pero no o comunican con un lenguagje y proceso adecuado.

N4: Los estudiantes comunican con un lenguaje y proceso adecuado lajustificacion

paralarelacion identificada entre |os el ementos variantes e invariantes del tridngulo



rectangulo y de lainformacion presentada, respecto alo sucedido con las razones

trigonomeétricas.

Del mismo modo, de acuerdo a laintencionalidad que tienen |as preguntas para
evidenciar un procedimiento especifico que se espera sea realizado por |os estudiantes al
trabgjar la Actividad 1, y para efectos de |a sistematizacion de |os resultados, se plantean los

siguientes procesos esperados:

D1: Los estudiantes identifican elementos variantes e invariantes en e tridngulo

rectangulo obtenido y lainformacién dada.

D2: Los estudiantes determinan los valores del seno y coseno cuando el angulo agudo

se convierte en angulo nulo (0°) o recto (90°).

Ds: Los estudiantes establecen larelacion de semejanza entre | os triangul os

rectangul os que se obtienen al mover € punto C.

D4: Los estudiantes justifican larelacion de semejanza entre |os tridngul os rectangul os

gue se obtienen a mover € punto C.

Ds: Los estudiantes establecen la dependencia de | as razones trigonométricas con €

valor del angulo agudo para el cua se determinan.

Ds: Los estudiantes definen las razones trigonomeétricas béasicas (seno, coseno y
tangente) con base aloslados del tridngulo rectangulo (usando la nomenclatura de

segmentos).
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4.2.2. Secuenciadidactica - Seccion |1

En esta seccion se desarrollan tres actividades que permiten establecer las relaciones
entre las distintas razones trigonomeétricas desde |a representacion de las respectivas “lineas
trigonométricas” definidas en el circulo unitario.

En primer lugar, la Actividad 2 tiene como objetivo mostrar la representacion
geométrica de | as razones trigonométricas por medio de |os segmentos especificos cuyas
longitudes equivalen alos valores de las mismas razones seno y coseno, longitudes que se
relacionan con las coordenadas de un punto sobre e circulo de radio uno (ver figura 13).

Después de descubrir la equivaencia entre los val ores de | as coordenadas del punto
sobre el circulo unitario, las longitudes de |os segmentos que se proyectan desde €l punto hacia
el geX y e geY, respectivamente, y los valores de | as razones coseno y seno; con la
Actividad 2 se espera que los estudiantes visualicen larelacion pitagorica entre dichos
elementos (cateto opuesto, cateto adyacente e hipotenusa) para determinar y escribir
formalmente la expresion algebraica de laidentidad pitagérica principal que relacionaa seno
y el coseno de un angulo cualquiera.

Lafigura 13 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla a abrir e archivo de
Geogebra “Actividad 2.ggb”, en el cual se tiene un plano cartesiano con un circulo de radio
unitario, sobre el cua se permite e movimiento de un punto P (azul) que muestralos valores
de sus coordenadas (x, y). También se tiene la representacion del tridngulo rectéangulo que se
formas setomael origen (0, 0) como un vértice, el punto P sobre el circulo unitario como
otro vértice y € punto Q que se obtiene de la proyeccién perpendicular desde € punto P sobre
el e X como € tercer vértice. Tomando los segmentos de dicho tridngul o rectangulo se
proponen las razones trigonométricas seno y coseno para el angulo agudo que se formaen €

vértice del origen de coordenadas.



Figura 13

Figura dinamica en Geogebra (Actividad 2.ggb)
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Fuente: Elaboracién propia

Seguin la anterior descripcién de la Actividad 2, se plantean |os siguientes niveles de

desempefio esperados, para efectos de la sistematizacion de | os resultados que se realizara en

|a evaluacion de la secuencia didactica:

N1: Los estudiantes identifican los val ores numéricos de los elementos dados en |a

figura presentada (coordenadas (X, y) del punto P, longitudes de segmentos OQ y QP,

razones coseno y seno parael angulo q), pero no establecen alguna relacion entre ellos.

N2: Los estudiantes establecen unarelacién de igualdad entre los val ores numeéricos de

los elementos dados en la figura presentada (coordenadas (x, y) del punto P, longitudes

de segmentos OQ y QP, razones coseno y seno para el angulo q, respectivamente),

pero no justifican su validez.

Ns: Los estudiantes justifican larelacion de igualdad entre |os valores numéricos de los

elementos dados en |a figura presentada (coordenadas (x, y) del punto P, longitudes de



segmentos OQ y QP, razones coseno y seno para el angulo q, respectivamente), pero

no la comunican con un lenguaje adecuado.

N4: Los estudiantes comunican con un lenguaje y proceso adecuado la justificacion
paralarelacion deigualdad entre los valores numéricos de los el ementos dados en la
figura presentada (coordenadas (x, y) del punto P, longitudes de segmentos OQ y QP,

razones coseno y seno parad angulo q, respectivamente)

Asi mismo, segun laintencionalidad que tienen las preguntas para evidenciar un
procedimiento especifico esperado en el desarrollo de laActividad 2 por parte de los
estudiantes, y para efectos de |a sistematizacion de |os resultados, se plantean |os siguientes

procesos esperados:

D1: Los estudiantes identifican la equivalencia entre las razones trigonomeétricas
c0oseno y seno para el angulo agudo g, con las coordenadas (x, y) del punto P sobre e

circulo unitario, respectivamente.

D2: Los estudiantes identifican la equivalencia entre | as razones trigonométricas seno y
coseno, con las longitudes de |os segmentos respectivos que las representan en e plano

cartesiano sobre € circulo unitario.

Ds: Los estudiantes determinan la relacion pitagérica que existe entre los tres lados del
tridngul o recténgulo formado sobre €l circulo unitario, para expresar laidentidad

trigonomeétrica pitagorica principal, que relacionaa senoy el coseno.

En segundo lugar, la Actividad 3 tiene como objetivo mostrar |a representacion

geométrica de | as razones trigonomeétricas por medio de los segmentos definidos, uno sobre la
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linea tangente al circulo unitario en e punto (1, 0) y otro sobre lalinea secante a circulo
unitario por el punto P. Las longitudes de dichos segmentos equivalen alos valores de las
razones trigonométricas, tangente y secante respectivamente, definidas para el angulo agudo
con vértice en e origen (0, 0). Del mismo modo, se espera en esta actividad que los
estudiantes después de descubrir la equivalencia que hay entre |os valores de las longitudes de
los segmentos secante y tangente con |los valores de las razones trigonomeétricas secante y
tangente del angulo agudo con vértice en el origen; logren visualizar larelacion pitagorica
entre los tres el ementos (cateto opuesto, cateto adyacente e hipotenusa) para determinar y
escribir formalmente la expresion algebraica de laidentidad pitagéricaque relacionaala

tangente y la secante de un angulo cualquiera.

Figura 14
Figura dinamica en Geogebra (Actividad 3.ggb)
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Fuente: Elaboracion propia

Lafigura 14 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla a abrir el archivo de

Geogebra “Actividad 3.ggb”, en el cual se tiene, del mismo modo que en la actividad anterior,
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un plano cartesiano con un circulo de radio unitario, sobre el cual se permite e movimiento de
un punto P (azul) que muestralos valores de sus coordenadas (X, y). También setiene e
mismo tridngulo rectangulo de vértices OPQ, y lo diferente con respecto a la anterior actividad
€es que se proyecta unarecta tangente al circulo unitario por e punto A (1, 0) y se proyectala
recta secante a circulo unitario por € punto moévil P (X, y), paraasi en lainterseccion de las
dos rectas definir € punto R cuya abscisa siempre es 1 y su ordenada varia segun €
movimiento del punto P sobre e circulo unitario. De este modo, se espera que |os estudiantes
visualicen que € triangul o rectangulo ORA que se forma, es semejante a triangulo rectangulo
OPQ por € criterio A-A y asi plantear una proporcion adecuada para demostrar lavalidez de
afirmar que las longitudes de |os segmentos secante y tangente, en realidad equivalen alos
valores de las razones secante y tangente del angulo agudo g, respectivamente.

Tomando en cuenta la anterior descripcion dela Actividad 3, se plantean los siguientes
niveles de desempefio esperados, |0s cuales se usaran en la sistematizacion de los resultados

para evaluar la secuencia didéctica:

N1: Los estudiantes identifican los valores numéricos de los elementos dados en la
figura presentada (longitudes de segmentos AR y OR, razén tangente y razon secante

para€ angulo q), pero no establecen algunarelacion entre ellos.

N2: Los estudiantes establecen una relacion de igualdad entre |os val ores numeéricos de
los elementos dados en la figura presentada (longitudes de segmentos AR y OR, razon
tangente y razon secante para el angulo q, respectivamente), pero no justifican su

validez.

Ns: Los estudiantes justifican larelacion de igualdad entre los valores numéricos de los

elementos dados en |a figura presentada (longitudes de segmentos AR y OR, razén



tangente y razon secante para el angulo q, respectivamente), pero no la comunican con

un lenguaj e adecuado.

N4: Los estudiantes comunican con un lenguaje y proceso adecuado la justificacion
paralarelacion de igualdad entre los val ores numéricos de |os e ementos dados en la
figura presentada (longitudes de segmentos AR y OR, razén tangente y razon secante

para€ angulo g, respectivamente)

Delamismamanera, de acuerdo alaintencionalidad que tienen |as preguntas para
evidenciar un procedimiento especifico esperado por parte de los estudiantes en €l desarrollo
delaActividad 3, y pararealizar |a sistematizacion de |os resultados, se plantean los

siguientes procesos esperados:

D1: Los estudiantes determinan y justifican la semejanza entre los tridngul os

rectangulos de lafigura.

D2: Los estudiantes establecen la proporcionalidad entre |os lados respectivos de |os

triangul os rectangul os de la figura.

Ds: Los estudiantes identifican la equivalencia entre | as razones trigonométricas
tangente y secante, con las longitudes de |os segmentos respectivos que | as representan

en el plano cartesiano sobre el circulo unitario.

D4: Los estudiantes determinan la relacion pitagérica que existe entre los tres lados del
triangul o rectangulo mayor formado sobre € circulo unitario, para expresar la

identidad trigonométrica pitagorica respectiva, que relacionalatangente y la secante.

En tercer lugar, esta seccion de la secuencia didacticatermina con el desarrollo dela

Actividad 4, cuyo objetivo es mostrar la representacion geométrica de las razones cosecante y
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cotangente, mediante |os segmentos especificos que se forman sobre |as rectas tangente al
circulo unitario por € punto (0, 1) y secante a circulo por € punto P (X, y). Las longitudes de
dichos segmentos son equivalentes alos valores de | as razones trigonométricas cotangente y
cosecante del angulo agudo con vértice en el origen (0, 0) (ver figura 15).

Figura 15
Figura dinamica en Geogebra (Actividad 4.ggb)
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Fuente: Elaboracion propia

Asi pues, en esta actividad se espera que |os estudiantes primero visualicen y
comprueben, mediante |as propiedades de tridngul os semejantes y la aplicacion de
proporciones, que los segmentos definidos sobre | as rectas tangente horizontal (cotangente) y
la respectiva recta secante asociada (cosecante), tienen unalongitud equivalente alos valores
de las razones cotangente y cosecante, respectivamente. Y luego, se espera que logren
establecer también larelacion pitagorica entre los lados del triangul o rectangulo formado con
dichos segmentos especiales, para escribir laidentidad pitagorica que relaciona la cotangente y

la cosecante de cuaquier angulo.
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Lafigura 15 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla al abrir el archivo de
Geogebra “Actividad 4.ggb”, en el cual se tiene, del mismo modo que en las dos actividades
anteriores, un plano cartesiano con un circulo de radio unitario, sobre € cual se permite el
movimiento de un punto P de coordenadas (X,y). También setiene e mismo triangulo
rectangulo de vértices OPQ), y lo diferente con respecto ala anterior actividad es que se
proyecta una recta tangente horizontal al circulo unitario por € punto B (0, 1) y se proyectala
recta secante a circulo unitario por € punto movil P (X, y), paraasi en lainterseccion delas
dosrectas definir € punto R cuya ordenada siempre es 1 y su abscisa varia segun €l
movimiento del punto P sobre € circulo unitario.

En esta actividad, se espera que los estudiantes visualicen que € tridngulo rectangulo
ORB gue se forma, es semgjante al triangulo rectangulo POQ por € criterio A-A y asi logren
plantear una proporcion valida para verificar la afirmacion de que las longitudes de los
segmentos cosecante y cotangente, en realidad equivalen alos valores de | as razones cosecante

y cotangente del angulo agudo g, respectivamente.

Ahorabien, de la mismamanera como se hizo paralas actividades anteriores, segin la
anterior descripcion dela Actividad 4, se plantean los siguientes niveles de desempefio “N;” y
procesos esperados “P;”, los cuales se usardn en |a sistematizacion de los resultados para

evaluar |a secuencia didéctica:

N1: Los estudiantes identifican los valores numéricos de los elementos dados en la
figura presentada (longitudes de segmentos BR y OR, razon cotangente y razén

cosecante para el angulo q), pero no establecen algunarelacion entre ellos.

N2: Los estudiantes establecen unarelacion de igualdad entre los valores numéricos de

los elementos dados en la figura presentada (longitudes de segmentos BR y OR, razén



cotangente y razon cosecante para el angulo g, respectivamente), pero no justifican su

validez.

Ns: Los estudiantes justifican larelacion de igualdad entre los valores numéricos de los
elementos dados en |a figura presentada (longitudes de segmentos BR y OR, razon
cotangente y razén cosecante para € angulo g, respectivamente), pero no la comunican

con un lenguaj e adecuado.

Na4: Los estudiantes comunican con un lenguaje y proceso adecuado lajustificacion
paralarelacion deigualdad entre |os valores numéricos de |os elementos dados en |a
figura presentada (longitudes de segmentos BR y OR, razon cotangente y razon

cosecante para el angulo g, respectivamente )

D1: Los estudiantes determinan y justifican la semejanza entre los triangul os

rectdngulos de lafigura

D2: Los estudiantes establecen la proporcionalidad entre |os |ados respectivos de los

triangul os rectangul os de lafigura.

Ds: Los estudiantes identifican la equivalencia entre |as razones trigonométricas
cotangente y cosecante, con las longitudes de |os segmentos respectivos que las

representan en el plano cartesiano sobre € circulo unitario.

D4: Los estudiantes determinan la relacion pitagérica gue existe entre los tres lados del
tridngul o rectédngulo mayor formado sobre € circulo unitario, paraexpresar la
identidad trigonométrica pitagdrica respectiva, que relacionala cotangentey la

cosecante.
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4.2.3. Secuenciadidactica - Seccion 111

En esta seccion se desarrollan tres actividades que permiten establecer larelacion de
las longitudes de las lineas trigonomeétricas definidas en € circulo unitario, establecidas en la
Seccién 11, y los valores de las funciones trigonométricas basi cas (seno, coseno y tangente)
para un angulo en general cuya representacion cartesiana y=f(x) originalas curvas del seno,
coseno y tangente, respectivamente.

El objetivo de esta seccion de la secuencia didactica es establecer la conexion que
existe entre la representacion geométrica (segmento especifico parael seno, el coseno o la
tangente) y larepresentacion funcional (curvadel seno, del coseno o de latangente), para asi
dar el paso de interpretacion conceptual desde las razones trigonomeétricas para un angulo
agudo en un tridngulo rectangul o, hasta las funciones trigonomeétricas para cualquier angulo en
general.

Los dispositivo en pantalla presentados en las figuras 16, 17 y 18 son unas potentes
herramientas para establecer el puente entre la interpretacion geométricay algebraicade las
funciones trigonomeétricas basicas (seno, coseno y tangente, respectivamente). Ademas, con
las preguntas del taller, los estudiantes visualizan, descubren y expresan de acuerdo a sus
definiciones | as respectivas caracteristicas de continuidad, dominio, rango, crecimiento, signos
de valores seguin cuadrantes y periodo paralas funciones seno, coseno y tangente.

En primer lugar, lafigura 16 presentalo que los estudiantes reciben en pantallaa abrir
el archivo de Geogebra “Actividad 5.ggb”, en el cual se tiene, un plano cartesiano pequefio a
laizquierda de la pantalla, con un circulo de radio uno, sobre el cual se permite e movimiento
de un punto P (azul). Dicho punto determina con su proyeccion sobre el gje Y larespectiva

linea trigonométrica del seno (segmento rojo), cuyalongitud es equivalente a valor del seno
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del dngulo en posicién normall®. Al mover dicho punto P sobre el circulo unitario, en € plano
cartesiano de la derecha se va mostrando la relacion entre el angulo de giro del radio unitario y
el valor del seno de dicho angulo a proyectar la misma longitud del segmento rojo. La opcion
de rastro activada sobre el punto extremo de dicho segmento rojo, permite visualizar la curva
de lafuncion seno en € plano cartesiano, y a mismo tiempo todas sus caracteristicas.

Figura 16
Figura dinamica en Geogebra (Actividad 5.ggb)

o Actividad Sa3b - o IEl
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Fuente: Elaboracion propia

Asi pues, para el posterior proceso de sistematizacion y evaluacion de la secuencia
didé&ctica, se plantean |os siguientes niveles de desempefio “Ni” y procesos “P;” esperados por

parte de los estudiantes, a desarrollar la Actividad 5:

10 se dice que un angulo esta en posicion normal cuando su vértice esta en el origen de un plano cartesiano y el
lado inicial estd sobre el semigje positivo de las abscisas X. (Peters, M. & Schaaf, W., 1972, p. 285)
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N1: Los estudiantes identifican los valores numéricos de la funcion trigonométrica seno
paralos angulos solicitados, pero no establecen algunarelacion entre lagraficade la

funcién seno y lalinea trigonométrica del seno en el circulo unitario.

N2: Los estudiantes establecen unarelacion entre lagraficade lafuncion senoy la
linea trigonométrica del seno en € circulo unitario, pero no la comunican con claridad
y precision.

Ns: Los estudiantes comunican con un lenguaje claro y preciso larelacion entre la

graficade lafuncion seno y lalineatrigonométrica del seno en € circulo unitario.

D1: Los estudiantes identifican la propiedad de continuidad en la curvade lafuncion

seno.
D2: Los estudiantes determinan el dominio de lafuncion seno.
Ds: Los estudiantes identifican el valor méximo'y el valor minimo de la funcién seno.

D4: Los estudiantes determinan el rango de la funcién seno.

Ds: Los estudiantes determinan los interval os de crecimiento y decrecimiento de la

funcion seno.

Ds: Los estudiantes establecen los cuadrantes en |os que la funcion seno toma valores

positivos 0 negativos.

D7: Los estudiantes determinan el periodo de la funcion seno.

En segundo lugar, lafigura 17 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla al
abrir e archivo de Geogebra “Actividad 6.ggb”, en el cual se tiene, un plano cartesiano
pequefio alaizquierda de la pantalla, con un circulo de radio uno, sobre € cua se permite el

movimiento de un punto P (rojo). Dicho punto determina con su proyeccion sobre el gje X la



respectivalinea trigonométrica del coseno (segmento azul), cuya longitud es equivalente a
valor del coseno del angulo en posicion normal. Al mover dicho punto P sobre € circulo
unitario, en el plano cartesiano de la derecha se va mostrando larelacion entre el angulo de
giro del radio unitario y €l valor del coseno de dicho angulo al proyectar la mismalongitud del
segmento azul. Lafuncion de rastro del punto extremo de dicho segmento permite visualizar
lacurvade lafuncion coseno en el plano cartesiano, y de este modo ayuda a visualizar todas
sus caracteristicas.

Figura 17

Figura dinamica en Geogebra (Actividad 6.ggb)
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Fuente: Elaboracion propia

Del mismo modo, como se propuso en la anterior actividad, parala Actividad 6 se
plantean los siguientes niveles de desempefio “N;” y procesos “P;” esperados:

N1: Los estudiantes identifican |os val ores numéricos de la funcidn trigonométrica

coseno paralos angul os solicitados, pero no establecen algunarelacién entre la gréfica

delafuncion coseno y lalineatrigonométricadel coseno en € circulo unitario.



N2: Los estudiantes establecen unarelacion entre lagraficade lafuncion coseno y la
linea trigonométrica del coseno en el circulo unitario, pero no la comunican con

claridad y precision.

Ns: Los estudiantes comunican con un lenguaje claro y preciso larelacion entre la

graficade lafuncion coseno y lalineatrigonomeétricadel coseno en € circulo unitario.

D1: Los estudiantes identifican la propiedad de continuidad en la curva de lafuncion

CoSeno.
D2: Los estudiantes determinan el dominio de lafuncidn coseno.

Ds: Los estudiantes identifican el valor maximo 'y el vaor minimo de lafuncion

coseno.

D4: Los estudiantes determinan el rango de la funcién coseno.

Ds: Los estudiantes determinan |os interval os de crecimiento y decrecimiento de la

funcion coseno.

Ds: Los estudiantes establecen los cuadrantes en los que la funcion coseno toma

valores positivos 0 negativos.

D7: Los estudiantes determinan el periodo de la funcion coseno.

Por ultimo, lafigura 18 presentalo que los estudiantes reciben en pantalla al abrir el
archivo de Geogebra “Actividad 7.ggb”, en el cual se tiene, un plano cartesiano pequefio a la
izquierda de la pantalla, con un circulo de radio uno, sobre el cua se permite el movimiento de
un punto P (azul). Dicho punto determina con su proyeccién sobre larectatangente a circulo
en el punto (1,0) larespectiva linea trigonométrica de la tangente (segmento pUrpura), cuya

longitud es equivalente al valor de latangente del dngulo de giro en posicién normal. Al
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mover dicho punto P sobre el circulo unitario, en €l plano cartesiano de la derecha se va
mostrando larelacion entre el angulo de giro del radio unitario y € valor de latangente de
dicho angulo a proyectar lamismalongitud del segmento purpura. La herramienta de rastro
activada en €l punto extremo de dicho segmento purpura, permite visualizar lacurvadela
funcion tangente en el plano cartesiano, y de este modo ayuda a visualizar todas sus
caracteristicas.

Figura 18
Figura dinamica en Geogebra (Actividad 7.ggb)
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Fuente: Elaboracion propia

Deigua manera que paralas dos actividades anteriores, se plantean |os siguientes
niveles de desempefio “N;” y procesos “P;” esperados por parte de los estudiantes, en el
desarrollo dela Actividad 7:

N1: Los estudiantes identifican |os val ores numéricos de la funcidn trigonométrica

tangente para los angulos solicitados, pero no establecen unarelacion entre lagréfica

de lafuncion tangente y lalinea trigonométrica de la tangente en € circulo unitario.



4.2.4.

N2: Los estudiantes establecen unarelacion entre lagrafica de lafuncion tangente y la
linea trigonométrica de la tangente en €l circulo unitario, pero no la comunican con

claridad y precision.

Ns: Los estudiantes comunican con un lenguaje claro y preciso larelacion entre la
graficade lafuncion tangente y lalinea trigonométrica de la tangente en el circulo

unitario.

D1: Los estudiantes identifican la propiedad de no continuidad en lacurvade la

funcién tangente.
D2: Los estudiantes determinan el dominio de la funcion tangente.

D3: Los estudiantes establecen la no existencia de valor maximo o minimo de la

funcién tangente.

D4: Los estudiantes determinan el rango de la funcién tangente.

Ds: Los estudiantes establecen la propiedad de crecimiento fijo de la funcion tangente.
Ds: Los estudiantes establecen los cuadrantes en |os que la funcion tangente toma
valores positivos 0 negativos.

D7: Los estudiantes determinan el periodo de la funcion tangente.

Detalles de la implementacion

En cuanto a los recursos tecnoldgicos no se tuvo inconvenientes pues la institucion

educativa cuenta con salones dotados con los equipos del programa Tit@, por lo tanto, cada

pareja de estudiantes tenia su propio portatil para trabajar las actividades planteadas y para

grabar en video de frente a las pargjas seleccionadas, se utilizaban las cdmaras de |os mismos
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portatiles. Pero, €l hecho de grabar con este tipo de camaras generd algunas dificultades en
cuanto a la claridad del sonido de los videos, pues € ruido del ambiente no permitia escuchar
muy bien en ciertas ocasiones |0 que |os estudiantes hablaban.

Por cuestiones de tiempo, las préacticas tuvieron que hacerse con una secuencialidad un
poco accidentada, pues a veces pasaba mucho tiempo sin hacerse una actividad y se perdiala
secuenciaidad, y a final setuvo que hacer de maneramuy seguidalas Ultimas tres actividades,
antes que se terminara € afo lectivo. La mayoria de las dificultades se presentaron por
problemas genos a investigador, tales como jornadas de paro laboral, actividades
extracurriculares que no permitian € desarrollo normal de las sesiones de clase, fata de
asistencia de alguno de los estudiantes colaboradores, etc. Cuando se presentaba el caso de la
falta de asistencia de uno de los estudiantes de las parejas participantes de la investigacion, se
tenia que reemplazar por otro que quisiera colaborar.

De acuerdo a la reflexion pedagdgica y didactica sobre la implementacion de las
actividades, se puede afirmar que una de las mayores dificultades para €l desarrollo de las
actividades fue la falta de comprension conceptual y manejo del lenguaje matematico formal
por parte de los estudiantes para expresar sus ideas y escribir sus respuestas. No obstante, se
puede decir que finalmente laimplementacion de la secuencia didactica fue un éxito porque se
pudo llevar a cabo en un 100% como se tenia planeada.

Acercade las actividades de la secuencia didéctica, cabe aclarar que si se hubiese tenido
un poco mas de tiempo para la implementacidn, en la seccion 111 se podria haber trabajado
ademés, las tres razones trigonométricas reciprocas (secante, cosecante y cotangente) con sus
respectivas representaciones funcionales y andlisis de las caracteristicas de sus curvas. No
obstante, seteniaplaneado desde un principio solo trabajar |as funcionestrigonométricas bésicas

en estainvestigacion.
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4.3. Evaluacion de la secuencia didéactica

En este apartado se presenta el andlisis de los resultados de las actividades
implementadas como tal. Dicho analisis se plantea mediante la contrastacion entre las
respuestas de |os estudiantes en la guiataller de cada actividad, 1o visto en los videos (de la
pantallay de lainteraccion entre |los dos estudiantes), con |os niveles de desempefio y procesos
desarrollados esperados.

Para cada actividad de |a secuencia didéctica se plantearon los nivel es de desempefio y
los procesos esperados, que pudiesen ser desarrollados por las parejas de estudiantes al
responder la guiataller de las mismas (apartados anteriores 4.2.1, 4.2.2 'y 4.2.3). Con base a
dichos niveles y procesos esperados se realizan las tablas que permiten sistematizar los
resultados (como tabla 3 y tabla4), y asi analizar |as respuestas de | os estudiantes en busgueda
de las evidencias del desarrollo de la competencia de razonamiento, y en especial, del proceso
de visualizacion.

4.3.1. Resultadosdela Actividad 1

Después de andlizar las respuestas dadas por |os estudiantes en laguiataller dela
Actividad 1y verificar su proceso de solucion en los videos, se precisalasiguiente
sistematizacion deresultados en lastablas6y 7.

Tabla6
Sistematizacion de resultados ““Niveles de desempefio™ dela Actividad 1
Pareja N1 N> N3 N4

P1 v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracién propia.

Interpretando latabla 6, se puede decir en primer lugar que la pareja de estudiantes (P1)

evidencia en sus respuestas (ver paginas 1, 2 y 3 del Anexo E) acanzar un nivel de desempefio
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N1, es decir, reconocen |os € ementos variantes e invariantes del triangulo rectangulo y de la
informacion presentada. Esto se ve en sus respuestas de | as preguntas planteadas en € punto 1
de la Segunda Parte de la Actividad 1, cuando usan € dispositivo de Geogebra llamado
Actividad 1B (ver figura12). En e minuto 12:30 del video, € estudiante E2P1 expresa mientras
mueve € punto P que el lado CA se mantienefijo y seguido laestudiante E1P1 afirmaen €l
minuto 12:50 que loslados AB y BC cambian a mover € punto P, y en e minuto 13:50 rediza
una afirmacion con su respectiva justificacion al decir: “Los valores de las razones cambian
aungue CA esté quieto, obviamente, porque los otros dos lados si cambian”. Luego en el minuto
14:20 € estudiante E2P1 expresa que € angulo q cambia, y reafirmaque los angulos en los
vértices A y B cambian, pero no € angulo del vértice C porque esigual a90°. También, a
mover € punto C, € estudiante E2P1 en € minuto 16:35 expresa que todos los lados del
tridngulo cambian y @ angulo q quedafijo, y la estudiante E1P1 trata de justificar
(equivocadamente) dicha afirmacion diciendo que eso pasa porque estéan moviendo € lado CA.
En & minuto 17:10 la estudiante E1P1 indica que | os valores de | as razones aunque sus
resultados no, y agqui se evidencia un problema de conceptualizaci én insuficiente respecto a
concepto de razdn geomeétrica y la terminologia adecuada para hablar de sus partes (antecedente
y consecuente). Sin embargo, a desarrollar la pregunta clave de la actividad, lanimero 5, donde
se pide una conclusién sobre lo sucedido con las razones al mover los puntosPy C
respectivamente, los estudiantes solo logran sintetizar |o sucedido respecto alos elementos que
cambian y se quedan fijos (a partir del minuto 7:30 del segundo video), pero no establecen
relaciones entre dichos elementos y 1o sucedido con |as razones trigonomeétricas.

En segundo lugar, la pareja de estudiantes (P2) en sus respuestas (ver paginas4y 5 del

Anexo E) evidencian solo alcanzar € nivel esperado N1, pues, fueron muy puntuales en
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identificar 1os elementos que cambiaban y los que se quedaban fijos, al manipular e dispositivo
de Geogebrallamado Actividad 1B, observando muy bien |o que sucedia a mover |os puntos P
y C, respectivamente. En & minuto 8:26 € estudiante E2P2 afirma que € punto P cambiaa
angulo g, y ante e cuestionamiento de la estudiante E1P2: “;Solo cambia eso?, el estudiante
E2P2 complementa en e minuto 8:39 indicando que la hipotenusay € cateto BC también
cambian. Luego en € minuto 9:30 reafirmalaidea, a decir que, d mover € punto P cambian la
hipotenusay € cateto opuesto al angulo q; y en d minuto 10:00 la estudiante expresa que €l
valor dd cateto adyacente al angulo g se mantiene igua, mientras sefida en pantalaa lado AC
con e cursor del raton. Al momento de andlizar e cambio de las razones esta pargjatiene una
observacion interesante a plantear una hipotesis falsa que luego por e mismo proceso de
observacion logran descartar, esto sucede en e minuto 10:54 cuando la estudiante E1P2 dice: “O
sea, cambian los valores de las razones pero ninguna pasa de cero” (para decir, que son un
nimero entre cero y uno). Sin embargo, a mover de nuevo € punto P, se dan cuentaque en la
tercerarazon € valor s sobrepasaa 1 (razén tangente) y en d minuto 12:08 lamisma estudiante
expresa: “La razdn en la que se hace la division entre los dos lados (catetos), es la Gnica en la
que los valores sobrepasan el cero coma algo”. Ahora bien, al mover el punto C, la estudiante
E1P2 afirma que “todo cambia” excepto el angulo g, seguido € estudiante E2P2 expresaque si
es verdad, pero que las “proporciones” también se quedan igual (usando mal el término
proporciones en lugar de “razones”). En el minuto 13:45 la estudiante E1P2 concluye que los
valoresdeloslados cambian y € estudiante E2P2 dice que € valor del angulo g se mantiene
igua. Y aungue en e minuto 14:30 e estudiante E2P2 afirma que los resultados de | as razones
se mantienen igual, a responder la pregunta 5 que es donde se debe expresar la conclusion dela

actividad pararelacionar |a dependencia de las razones trigonomeétricas con € angulo para €
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cual se definen, 1o que responden es una repeticion de lo que ya habia contestado en las
preguntas 1y 2, pero no generalizan ni relacionan nada.

En tercer lugar, la pargja de estudiantes (P3) en sus respuestas (ver paginas 6y 7 del
Anexo E) evidencian acanzar solamente € nivel de desempefio esperado N1. Al igua que las
otras dos parejas, fueron eficaces en identificar |os elementos que cambiaban y los que se
quedaban fijos, a manipular los puntos Py C en e dispositivo en pantalla. Al contestar la
pregunta 1 de la segunda parte del taller, e estudiante E1IP3 a minuto 18:45 dice que a mover
el punto P, cambia € cateto opuesto (C.O) y lahipotenusa (H) con relacién a angulo g. Luego
a minuto 19:35 € estudiante E2P3 dice que cambia el angulo (refiriéndoseaq) y seiniciaun
debate sobre qué término usar para decir qué eslo que cambiadel angulo, en € cua se
mencionael término “apertura”; y en el minuto 20:25, € estudiante E2P3 precisa que es mejor
escribir: “Cambia la medida del &ngulo g”. En el minuto 20:56 después de mover varias veces el
punto P en pantalla g estudiante expresa que todas las razones cambian, y en € minuto 21:35
plantea una interesante proposicion: “Cambia el angulo (refiriéndose a @), por lo tanto, cambiala
forma (refiriéndose al tridngulo rectangulo)”. Seguido el mismo E2P3 indica que el angulo recto
no cambiay € estudiante E1P3 a minuto 33:43 dice: “El cateto adyacente (es decir, su
longitud), no cambia”. Después, al contestar la pregunta 2 de la segunda parte, identifican los
elementos que sufren cambiosy losinvariantes. En e minuto 26:30 el estudiante E1P3 dice que
cambialalongitud de todos los lados del triangulo, y asocia este cambio con |as razones a
expresar en el minuto 27:20: “Obvio, cambian también los antecedentes y los consecuentes de
las razones”. En el minuto 28:00 el estudiante E2P3 afirma que todos los a&ngulos se mantienen
iguales y un minuto después expresa que € cociente de |as razones se mantiene igual. De nuevo,

deigua maneraque las otras dos pargjas, |la pargja de estudiantes P3 no son capaces de expresar
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una correcta conclusion que relacione o visualizado en |os € ementos cambiantes e invariantes
con lo sucedido en los resultados de las razones. Tienen laidea equivocada de creer que concluir
0 generalizar unaidea es repetir en formaresumidalo que ya habian contestado antes en las
preguntas 1y 2. De hecho, € estudiante E1P3 en e minuto 51:25 explicamal 1o que €
comprende por el término “constante de proporcionalidad” (para la prueba de proporcionalidad
entre los lados correspondientes entre dos triangul os semejantes), confundiéndolo con los
valores de | as razones trigonométricas.

Tabla7

Sistematizacion de resultados “Procesos desarrollados™ dela Actividad 1

Parej a D, Do, D3 D4 Ds De
P1 v v v v X v
P2 v v v X X v
P3 4 4 X X X v

Fuente: Elaboracion propia.

En la tabla 7 se presenta en forma resumida los procesos desarrollados “Di” que se
esperaban por parte de los estudiantes en la Actividad 1, sefialando aquellos que fueron
evidenciados y los que no. En primer lugar, respecto al proceso desarrollado esperado D1, se
puede decir que las tres parejas de estudiantes no tuvieron problemas para identificar
elementos variantes e invariantes en el triangulo rectangul o obtenido y lainformacion dada.
Del mismo modo, en cuanto al proceso desarrollado esperado Do, las tres paregjas lograron
determinan los valores del seno y coseno cuando el angulo agudo se aproximaba angulo nulo
(0°) orecto (90°). En este caso se destacan |as respuestas de la pargja P1, quienes explican por
qué las razones de seno y tangente dan cero si el angulo es 0°, afirmando que esto sucede
porgue el lado BC es cero (lado opuesto a angulo q), y explican por qué la razén coseno da

uno, a afirmar que esto pasa porque €l lado CA esigual a lado AB.
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Ahorabien, respecto a proceso desarrollado esperado D3, se observa que las parejas

P1y P2 logran establecer correctamente la relacion de semejanza entre los distintos triangulos
rectangul os que se obtienen al mover € punto C en el dispositivo de Geogebra. El estudiante
E1P1 en e minuto19:29 afirma que los angulos se mantienen y el tamafio varia; y del mismo
modo, €l estudiante E2P2 en el minuto 15:00 dice que laformade los triangulos es la misma
aunque el tamario cambie segiin se mueva el punto C. No obstante, lapargjaP3 no redlizala
preguntaen el taller y al observar el video, se nota que pasaron ala siguiente pregunta,
dejando sin contestar esta parte. En consecuencia, €l proceso desarrollado esperado D4
depende del anterior, y en este caso solo la pargja P1 logro dar unajustificacion alarelacion
de semejanza mediante un criterio de semejanza valido. El estudiante E1P1 en € minuto 18:50
realiza una interesante pregunta al respecto: “¢Basicamente, que los hace semejantes?”
Inicialmente, ellos justifican bien la semeanza de los triangulos mediante €l criterio de

angulo-angulo, pues setiene el angulo agudo q y €l angulo recto en C, siempre congruentes.

En el caso del proceso desarrollado esperado Ds, €l cual era el objetivo principal de
esta actividad propuesta, genera una preocupacion por parte del docente investigador, que
primero piensa en una posible falla de planteamiento de las preguntas de la guiataller o del
dispositivo en Geogebra. Luego, se puede concluir que lafalla en realidad es lafalta de unos
preconceptos mal aprendidos en |os estudiantes respecto alos conceptos de razén y de
proporcion. También se evidencia que |os estudiantes no estdn acostumbrados a responder
preguntas donde deben desarrollar precisamente |a competencia de razonamiento matemético.
Paralas tres pargjas, sucedio que a solicitarse entregar una conclusion que recojalo que se ha
visualizado en las preguntas anteriores respecto al comportamiento de |as razones

trigonométricas, estos vuelven a escribir o mismo de antes en formaresumida, sin dar la



106

conclusion esperada sobre |a dependencia de |os valores de las razones con respecto a angulo

agudo para el cual se han definido.

Parafinalizar el andlisis de |os resultados de esta primera actividad, se puede decir que
el proceso desarrollado esperado Ds fue alcanzado en forma satisfactoria por parte de las tres
parejas. Los estudiantes lograron definir y escribir adecuadamente las tres razones
trigonométricas basi cas mediante la notacion de | os segmentos correspondientes alos lados
del tridngulo rectangulo. Las pargjas P1 y P3 responden con una escritura matematica correcta
al escribir las abreviaturas de las razones (sen, cos y tan) seguidas del angulo agudo q;
mientras la pareja P2, comete €l tipico error de escritura matemética de no especificar el

angulo par €l cual se esta planteando |as razones trigonométricas.

4.3.2. Andlisisderesultadosdela Seccion |

Después del andlisis descriptivo reaizado paralas actividades de lasecciéon | dela
secuencia didactica, se presentan las siguientes reflexiones para evaluar como € trabajo con
estas, puede haber desarrollado |a competencia de razonamiento geométrico en los estudiantes
participantes. En primer lugar, esinnegable el hecho que & uso de un tridngul o rectangulo
dindmico en & que se pueden modificar sus partes (longitudes de sus lados y/o amplitud de sus
angulos), permite desarrollar en los estudiantes | os distintos nivel es de razonamiento geomeétrico
como lo propone € modelo de Van Higle. Los estudiantes, ademés de observar |os elementos
gue cambian y los que se mantienen estéti cos, establecen relaciones entre lainformacion
numéricay grafica presentada en lapantala, lo cual les permite enunciar conjeturas paratratar
de dar explicacién alos sucesos observados.

Desafortunadamente, los estudiantes no han estado familiarizados con preguntas donde

seles solicite realizar una conclusion a partir de lo que se ha observado en forma particular o
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genera sobre |as propiedades de |as figuras geométricas. Por |o tanto, siempre responden este
tipo de preguntas haciendo un recuento resumido de | as observaciones ya contestadas
previamente, pero no alcanzan €l nivel de generalizacion esperado. Se puede decir que la
dificultad que tienen los estudiantes para contestar este tipo de preguntas (como lanimero 5 de
la segunda parte de esta actividad) no radica en problemas de visualizacion, ni mucho menos de
establecer relaciones (conjeturas), Siho mas bien en e manegjo inadecuado del lenguaje
matematico formal, y lafaltade claridad conceptual para expresar |0 que estén observando en
las figuras dinamicas.

Por ultimo, de acuerdo alos resultados obtenidos en | as respuestas a las actividades de
esta seccion, se podriadecir que hace fatareaizar primero un trabagjo (una posible Actividad O
de la secuencia didactica), pararecordar |0s aspectos conceptuales y procedimental es
relacionados con |os conocimientos previos necesarios paralograr €l desarrollo correcto dela
Actividad 1. Es decir, se requiere indagar sobre la comprensién conceptual quetienen los
estudiantes sobre temas tales como: identificacion de criterios de seme anza de triangulos (en
especia de triangulos rectangulos), relacion entre laamplitud y lalongitud de los lados de un
angulo, y € planteamiento de proporcionalidad entre lados de dos triangul os semejantes. De esta
manera, es posible que se acance € objetivo esperado en e desarrollo delaActividad 1, es
decir, que los estudiantes puedan establecer que | as razones trigonomeétricas no dependen del
tamafio del tridngulo recténgulo, sino de laamplitud del angulo parad cual se estan definiendo.
4.3.3. Resultadosdela Actividad 2

Andlizando las respuestas de | os estudiantes parala Actividad 2 y contrastar sus
procedimientos en |os videos registrados, se presenta a continuacion la sistematizacion de sus

resultados en lastablas 8y 9.
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Tabla8
Sistematizacion de resultados ““Niveles de desempefio™ de la Actividad 2

Pareja N, N> N3 N4

P1 v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracién propia.

Al interpretar latabla 8, en primer lugar, se puede mencionar que lapargaPl en su
hoja de respuestas evidencia haber alcanzado el nivel de desempefio esperado N2 (ver primera
pagina del Anexo G). Ademas de identificar en forma correctalos valores solicitados en la
pregunta 2, visualizando en la grafica dada por e dispositivo de Geogebra, también son
capaces de establecer larelacion de igualdad entre la coordenada “x” del punto P, lalongitud
del cateto adyacente al angulo agudo q, y € valor de larazén trigonométrica coseno (y del
mismo modo larelacién de igualdad entre la coordenada “y” del punto P, la longitud del
cateto opuesto a angulo agudo g, y € valor de larazdn trigonométrica seno). Sin embargo, no
expresan una justificacion paralas afirmaciones realizadas en | as respuestas de |as preguntas
2.c. (minuto 7:52 del video) y 2.f. (minuto 9:44 del video).

En segundo lugar, la pareja P2 ademas de identificar larelacion deigualdad entre las
coordenadas del punto (X, y), las longitudes de |os segmentos OQ y QP, y las razones razones
coseno y seno para el angulo q, respectivamente; son capaces de justificar mediante un
razonamiento adecuado, haciendo uso de la propiedad transitiva de laigualdad, cuando
expresan (al minuto 20:46) que si la coordenada “x” es igual a la longitud del segmento OQ y
asuvez esigua al valor de larazdn coseno para g, entonces lalongitud del segmento OQ es
igual a vaor delarazon cosg. De manera andoga, concluyen (al minuto 26:12) quesi la
coordenada “y” es igual a la longitud del segmento QP y a su vez es igual al valor de larazon

seno para g, entonces lalongitud del segmento QP esigual a valor de larazon senq. Asi pues,
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por su forma correcta de relacionar lainformacion, razonar unajustificacion paralarelacion
de igualdad, expresarla oralmente y comunicarla con la escrituray simbologia correcta (ver
segunda paginadel Anexo G), la pargja de estudiantes P2 se clasificaen € nivel de
desempefio esperado Na.

En tercer lugar, se puede decir que la pareja P3 evidencian no haber entendido €
sentido de las preguntas 2.c. y 2.f. para concluir larelacion de igualdad entre las coordenadas
del punto (x, y), las longitudes de los segmentos OQ y QP, y las razones razones coseno y
seno para el angulo q, respectivamente; por o tanto, su nivel de desempefio en esta actividad
quedaria clasificado como €l nivel N1, es decir, solo pudieron identificar lainformacién
solicitada a partir de lafigura en pantalla, pero no establecieron larelacion solicitada entre
dichos valores (ver tercerapagina del Anexo G). No obstante, al analizar €l video en € minuto
36:40, se evidencia que |os estudiantes si habian visualizado laigualdad que se les estaba
pidiendo concluir, pero la equivocacién estuvo en laforma de escribir sus respuestas. Por o

tanto, se podriadecir que el desempefio estaria mejor clasificado en e nivel No.

Tabla9
Sistematizacién de resultados ““Procesos desarrollados™ dela Actividad 2
Parej a D1 Dz D3
P1 v v v
P2 v v v
P3 v v v

Fuente: Elaboracion propia.

La tabla 9 presenta en sintesis los tres procesos desarrollados “Di”, que se esperaban
fueran realizados por |os estudiantes en la Actividad 2. Asi pues, se puede afirmar que las tres
parejas alcanzaron evidenciar € desarrollo de los tres procesos de manera correcta, a
excepcion de unas pequefias fallas en la escritura formal de las expresiones algebraicas

solicitadas. En primer lugar, respecto a proceso desarrollado esperado D1, laparga Pl
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identifico laigualdad entre el coseno y la coordenada “x” del punto P sobre el circulo unitario
(minuto 6:53), lapargja P2 hizo o mismo en el minuto 18:36 y la pargja P3 en € minuto
21:57. Del mismo modo, la pargja P1 identifico laigualdad entre el seno y la coordenada “y”
del punto P a minuto 9:02, mientras la pareja P2 hizo 1o mismo en el minuto 24:05y lapargja
P3 en el minuto 34:10.

En segundo lugar, respecto a proceso desarrollado esperado D2, la paregja P1 identifico
laigualdad entre el coseno y lalongitud del segmento OQ (azul) en € minuto 7:52, laparga
P2 hizo o mismo en el minuto 20:46 y lapareja P3 en e minuto 28:37. Del mismo modo, la
pargja P1 identificd laigualdad entre el seno y lalongitud del segmento QP (rojo) en € minuto
9:44, mientras la pareja P2 hizo lo mismo en el minuto 26:12 y la pareja P3 en el minuto
36:40.

En tercer lugar, respecto a proceso desarrollado esperado D3, se puede decir que las
tres pargjas analizaron los tridngul os rectéangul os, aplicaron correctamente el teoremade
Pitdgoras y escribieron |as expresiones solicitadas, para finalmente, concluir con la escritura
de laidentidad trigonométrica pitagoérica principal. En el caso de las pargjas P1 y P3, escriben
mal laexpresion final, pues a elevar a cuadrado las razones seno y coseno de un angulo, €l
numero dos (2) debe ponerse encima ala derecha de la expresion de larazén y no aladerecha
del angulo q (ver primeray quinta pagina del Anexo G). Los estudiantes de la paregja P2
evitaron €l error usando paréntesis para encerrar las razones con €l angulo respectivo y afuera
escribieron € exponente 2 (ver tercerapaginadd Anexo G).

4.34. Resultadosdela Actividad 3
De nuevo se andizan las respuestas de los estudiantes parala Actividad 3 y seredlizaun

contraste con sus procedimientos en los videos, paraasi dar paso alasistematizacion delos
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resultados de esta actividad en lastablas 10 y 11. Cabe aclarar que € andlisis de esta actividad es
muy parecido a realizado en laanterior actividad, pues|os niveles esperadosy |0s procesos a
desarrollar son muy similares, solo cambian las lineas y las razones trigonométricas a analizar.

Tabla 10
Sistematizacion de resultados “Niveles de desempefio™ dela Actividad 3

Par q a N, N> N3 N4
P1 v
P2 v
P3 v
Fuente: Elaboracién propia.

De acuerdo alatabla 10, setiene en primer lugar, que la pargja P1 evidencia haber
acanzado el nivel de desempefio esperado N2 (ver primerapaginadel Anexo I). En el
desarrollo de las preguntas 2.c. y 2.d. no tienen claridad parajustificar, mediante un proceso
formal de andlisis de proporcionalidad, laigualdad entre los segmentos que representan ala
tangente y la secante, respectivamente. Después de cometer varios errores en sus respuestas,
expresan de manera correcta (al minuto 23:30) €l proceso de proporcionalidad para probar que
latanqg esigual alalongitud del segmento AR, pero en el caso de la secq no hacen bien €
mismo proceso (a minuto 26:50) para probar laigualdad con lalongitud del segmento OR.

En segundo lugar, la pareja P2 ademas de identificar larelacion deigualdad entre las
longitudes de los segmentos AR y OR con los valores de larazon tangente y la razén secante
del angulo q, respectivamente, tienen laidea de unajustificacion por medio del andlisis de la
proporcionalidad de los lados de | os triangul os semejantes para probar dichaigualdad. No
obstante, requieren de la ayuda del docente (en e minuto 56:00) para comprender cOmo se
escribe sin necesidad de usar jemplos numeéricos particulares. Por eso se clasificasu nivel de
desempefio como N3, pues aln les hace falta utilizar € lenguaje matematico formal para

expresar sus conclusiones y demostraciones.
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En tercer lugar, se puede decir que los estudiantes de la pareja P3, evidencian un buen
entendimiento de los procesos realizados en esta actividad, y avanzaron bastante con respecto
ala problematica de no comprension de las preguntas que presentaron en el desarrollo dela
Actividad 2. En esta ocasion, alcanzaron €l nivel de desempefio N4, mostrando un adecuado
razonamiento en cada una de |as preguntas y una correcta escritura formal delas
justificaciones solicitadas para probar |as relaciones descubiertas por medio de la visualizacion
de propiedades y elementos de las figuras (triangul os semejantes) presentadas en la pantalla.
En el minuto 56:00 setiene e instante en el que logran probar laigualdad entre el valor dela
razon tangente del angulo q y lalongitud del segmento AR, asi como en el minuto 61:00
hacen o mismo para probar laigualdad entre €l valor de larazon secante de q y lalongitud del
segmento OR.

Tabla 11

Sistematizacion de resultados “Procesos desarrollados™ dela Actividad 3

Parej a D, D> D3 D4
P1 v X v v
P2 v X v v
P3 v X v v

Fuente: Elaboracién propia.

Latabla 11 presentalos cuatro procesos desarrollados “Di”, que se esperaban fueran
realizados por los estudiantes en el desarrollo de la Actividad 3. En primer lugar, respecto al
proceso desarrollado esperado Dy, las pargjas P1y P2 identificaron larelacion de semejanza
entre los dos triangul os rectangul os en cuestion, justificando correctamente mediante la
aplicacion del criterio angulo-angulo (AA), como se evidencia en | as respuestas de la pregunta
1 (primeray tercerapaginadel Anexo I). En el caso de los estudiantes de lapargja P3, seles

valora como proceso al canzado, aunque o hicieron aplicando un criterio de semejanza
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diferente, &l de lado-angulo-lado (LAL) justificado en forma correcta, (quinta pagina del
Anexo |).

En segundo lugar, respecto a proceso desarrollado esperado Do, las tres pargjas
reconocen gue por ser ORA y OQP dos triangul os semejantes, entonces sus lados respectivos
deben ser proporcionales. Sin embargo, como se evidencia en sus hojas de respuestas ninguno
tuvo una adecuada verificacion de dicha proporcionalidad. La pareja que mas se acerco auna
prueba correcta fue la P2, quiénes alcanzaron a plantear y comprobar la proporcionalidad entre
dos de los lados (con un error de calculo a final del proceso), pero les falté verificar la
proporcionalidad con €l tercer lado. Los estudiantes de P1 entregaron una justificacion no
formal incorrectay alos de lapareja P3 seles olvido responder dicha pregunta.

En tercer lugar, respecto a proceso desarrollado esperado D3, se puede decir que las
tres pargjas lograron establecer laigualdad entre las longitudes de |os dos segmentos
especiales en cuestion (AR y OR), con los valoras de | as razones trigonométricas (tangente y
secante) respectivamente. El establecimiento de larelacion deigualdad entre el valor dela
tangente del angulo qy lalongitud del segmento AR fue realizado por la pargja P1 en minuto
13:30, por lapareja P2 en el minuto 49:20 y por laparegja P3 en e minuto 41:30.

En cuarto lugar, con relacion a proceso desarrollado esperado D4, setiene que los
estudiantes, (gracias ala experiencia con la actividad anterior), logran establecer una correcta
aplicacion del teorema de Pitagoras pararelacionar los lados del triangulo rectangulo, con una
adecuada escrituraformal de segmentos, y luego obtener la expresion de laidentidad
pitagorica que relaciona el cuadrado de latangentey el cuadrado de la secante de un éangulo

cualquiera g. Cabe destacar que las pargjas P1 y P2 escribieron laidentidad en laforma

esperada (Sec?q = 1 + Tanq), aunque en la pareja P1 olvidan el orden del exponente; en



cambio, los estudiantes de |a pareja P3 presentaron la identidad en unaforma diferente y por
distraccion laterminaron escribiendo al revés (Tan’q — Sec?q = 1), porque su planteamiento
inicial erael correcto a escribir larespuesta 1 de la segunda parte, expresion pitagdrica con
los segmentos (OR?— AR? = 1).
4.3.5. Resultadosdela Actividad 4

Debido aque estaes laterceraactividad de la seccidn |1 de la secuencia didéctica
disefiada, entonces la presentaci on de las respuestas por parte de |os estudiantes son muy
parecidas alas de laanterior actividad. Se puede decir que |os estudiantes reconfirman sus
procedimientos de solucién, teniendo en cuenta las pequefias diferencias de la nueva actividad,
lacual yano trabaja con unalineatangente vertical por € punto (1,0) dd circulo unitario, sSino
unatangente horizontal por e punto (0,1) de mismo circulo.

Tabla 12

Sistematizacion de resultados “Niveles de desempefio” dela Actividad 4

Pareja N1 N> N3 N4

P1 v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracion propia.
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Latabla 12 evidencia que las tres parejas al momento de realizar latercera actividad de

laseccion |1, yahan alcanzado a entender laidea principal de este tipo de actividades en

cuanto alaidentificacion de un segmento especial cuya longitud es equivalente al valor de una

de las seis razones trigonométricas. Por |0 tanto, responden de manera mas acertaday pronta
el taller propuesto, asi alcanzan a evidenciar un nivel de desempefio N4, porque ya han
aclarado sus procedimientos de razonamiento y comunicacion, para escribir en formamas

claray precisa, lasjustificaciones y pruebas pedidas en las respectivas preguntas. El buen
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nivel de desempefio de lastres pargjas en el desarrollo de esta actividad, se puede evidenciar

claramente en las respuestas registradas en las cinco paginas del Anexo K.

Tabla 13
Sistematizacion de resultados “Procesos desarrollados’ dela Actividad 4
Paregja D, D> D3 D4
P1 v v v v
P2 v v v v
P3 v v v v

Fuente: Elaboracién propia.

Deigual modo, los cuatro procesos desarrollados “Di” registrados como logrados en la
tabla 13, reconfirman que esta actividad sirvio para evidenciar €l avance de aprendizaje de los
estudiantes, en cuanto a proceso de visualizacion y razonamiento para solucionar las
preguntas propuestas. Ademés, se evidenciaalavez un pequefio avance en cuanto ala
comunicacion escrita (aunque no es €l objetivo de estainvestigacion) de |os razonamientos
realizados para justificar algunas preguntas clave.

En primer lugar, para el proceso desarrollado esperado D1, se evidenciaen las hojas de
respuestas (primera, terceray quinta paginadel Anexo K) que las tres parejas logran
establecer y justificar correctamente unarelacion de semejanza entre |os dos triangul os
rectangul os presentados en el dispositivo de Geogebra. De nuevo, las pargjas P1 y P2 hacen
uso del criterio AA parajustificar la semejanza de los dos triangul os, mientras |os estudiantes
de lapareja P3 1o hacen usando € criterio LAL.

En segundo lugar, en cuanto a proceso desarrollado esperado D2, se puede decir que
las tres parejas reconocen de nuevo que si 1os dos triangul os rectangul os son semejantes,
entonces sus lados respectivos deben ser proporcionales. A diferencia de lo sucedido en la
actividad anterior, en este caso las tres pargjas Si presentaron un proceso de razonamiento

valido parajustificar la proporcionalidad de los lados, siendo el mas formal y cercano a
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esperado, €l proceso realizado por la pargja P2, quienes si presentaron la proporcion entre dos
lados y confirmaron con célculos numéricos adecuados su validez.

En tercer lugar, las tres parejas de estudiantes también a canzaron a desarrollar en buen
término el proceso esperado Da3. Los estudiantes lograron establecer laigualdad entre las
longitudes de |os dos segmentos en cuestion (BR y OR), con los valoras de las razones
trigonométricas (cotangente y cosecante) respectivamente.

En cuarto lugar, sobre el proceso desarrollado esperado D4, se evidencia que los
estudiantes, (gracias ala experiencia con las dos actividades anteriores), de nuevo establecen
unarelacion pitagorica entre los lados del triangul o rectangulo, con una adecuada escritura
formal de segmentos, paraasi, expresar luego laidentidad pitagorica que relaciona el cuadrado
de la cotangente y e cuadrado de la cosecante de un angulo cualquiera g. Cabe destacar, de
nuevo, que la pareja P1 presentd laidentidad en la forma esperada (Csc?q = 1 + Cot?q); la
pargja P2, por distraccion al reemplazar |a expresion que tiene correcta con segmentos (OR?
=0B?+AR?) escribieron laidentidad al revés (Cot?q = 1+Sec?q), pero en lo que expresaron
verbalmente se evidencia que si 1o tenian correcto. De igual manera, la pareja P3 present6 la
identidad en una forma diferente, pero esta vez bien escrita, (Cot?q — Sec’g=1).

4.3.6. Analisisderesultadosdela Seccion 11

Finalizado el andlisis descriptivo de las tres actividades de laseccion |l de la secuencia
didéctica, se reflexiona de nuevo sobre como € trabajo con elas, permitid desarrollar la
competencia de razonamiento geomeétrico en |os estudiantes. Primero que todo, se puede afirmar
que la secuenciaidad de estas tres actividades permitid evidenciar un avance en € nivel de
desempefio de las pargjas, en cuanto alaresolucion mas rapiday mejor elaborada, de las
Actividades 3 y 4 con respecto alaresolucion delaActividad 2. Esto puede indicar que e

traba 0 secuencial, permite alos estudiantes establecer relaciones entre |as estrategias de
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resolucién utilizadas en una actividad anterior, para aplicar sus conocimientos previosen €
desarrollo de una nuevatarea

Ahorabien, respecto a alcance del objetivo esperado con € desarrollo de estas tres
actividades, se puede afirmar que los estudiantes pudieron establecer larelacion que existe entre
las longitudes de las lineas trigonométricas en € circulo unitario con los valores de las razones
trigonométricas referidas al angulo parad cua se estan definiendo. El hecho de establecer dicha
relacion y tratar de explicar su justificacion, facilita el desarrollo de la competenciade
razonamiento geomeétrico, especificamente desde |os procesos delavisudizacion y la
conjeturacion. Ademés, otra evidenciade que @ conjunto de actividades de esta seccion 1
permite & desarrollo del razonamiento geométrico, estd en € desempefio correcto que mostraron
los estudiantes a establecer larelacion pitagorica entre los lados del tridngul o rectangulo que se
formaba con € radio unitario y las lineas trigonomeétricas respectivas alas razones
trigonométricas que representan. Este trabajo desde un punto de vista geométrico, ayuda a
comprender las identidades trigonométricas pitagéricas y ainteriorizar su validez de unamanera
mucho maés elaborada, que simplemente aprender una férmula de memoria, como setrabgjaen
laforma de ensefianzatradicional.

Asi pues, se puede decir que la decision tomada en € apartado 4.2 siguiendo la
sugerenciade Cos D. Fi (2003) de trabgjar las razones trigonométricas desde € enfoque del
circulo unitario, ademés del enfoque del triangulo rectangulo, fue acertada. Esto permite ampliar
un campo de relaciones conceptual es entre |os distintos obj etos mateméti cos que conciernen a
las sei's razones trigonomeétricas.

Por Ultimo, quedaria como una propuesta de mejora de estas actividades realizar
preguntas que permitan evidenciar que | as cofunciones coseno, cotangente y cosecante, estén
representadas en un sentido grafico horizontal, y que se relacionan con las funciones seno,

tangente y secante (representadas en forma vertical) precisamente por € desfase de 90°.
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4.3.7. Resultadosdela Actividad 5

Estaeslaprimeraactividad de la seccidn 111 de la secuencia didactica disefiada, que
como ya se menciond en e apartado 4.2.3 tienen un mismo objetivo principal parae andlisis
gréfico de las propiedades de cada una de | as tres funciones trigonométri cas basicas (seno,
coseno y tangente). Por |o tanto, parano parecer repetitiva la presentacion del andlisis de
resultados, se hara de una maneramuy detallada parala Actividad 4, y en el caso delosandlisis
de las otras dos actividades solo se destacara si hay procedimientos que se salgan de lo esperado
o ddl yareadizado antes.

Tablal14
Sistematizacion de resultados “Niveles de desempefio” dela Actividad 5
Pareja N1 N2 Nz

P1 v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracién propia.

En latabla 14 se puede observar que las pargjas P1 y P2, alcanzaron un nivel de
desempefio esperado N, es decir que, establecen unarelacion entre la gréficade lafuncion
seno y lalineatrigonométrica del seno en € circulo unitario. Lo anterior fue posible, gracias a
que los estudiantes ya habian trabajado |a relacion de dicha linea con larazon trigonométrica
seno a redlizar laActividad 2. Sin embargo, en las apreciaciones que realizan en sus hojas de
respuestas, para contestar la pregunta 7 de la primera parte (primera y segunda pagina del
Anexo M), se evidenciala falta de comunicacion de una explicacion para dicharelacion, con
suficiente claridad y precision. En primer lugar, a analizar el desempefio de lapargaPl, se
puede ver que en e minuto 1:26, después de leer lainstruccion de la primera pregunta'y mover
el punto P sobre € circulo unitario, de inmediato el estudiante E2P1 identificalo que se esta

trazando en pantalla como la funcion seno y la estudiante E1P1 expresa al minuto 1:30: “Uy
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que chevere”, al visualizar como se va generando la grafica con el trazo del segmento rojo, a
medida que se mueve el punto P sobre el circulo unitario. La pareja P1 escribe una buena
justificacion, para decir que lalongitud méaxima que se puede registrar es de valor uno (1
unidad), debido aque eslo que € radio del circulo permite alo maximo; sin embargo, no dan
unamejor explicacion respecto alarelacion de la graficadel seno con el segmento asociado a

larazén seno (al minuto 3:40).

En segundo lugar, se analiza el desempefio de |os estudiantes de la pargja P2, quienes
en el minuto 7:38 identifican que lalongitud del segmento rojo corresponde a valor de la
funcion seno. Del mismo modo, en el minuto 20:00 describen |o que observan en el plano
cartesiano de la derecha a medida que se mueve el punto P sobre el circulo unitario, pero no se
presentan expresiones que evidencien relacion de una grafica de un plano con lo que pasaen €
otro. Solo se dan descripciones obvias de | as caracteristicas que luego se preguntaran en la
parte 2 de la actividad. La unicafrase que puede aludir a descubrimiento de la dependencia de
la variable “y” de la funcién con respecto al &ngulo de giro registrado en el eje “x” es ladada
en larespuesta ala pregunta 7 de la primera parte: “Se vatrazando una recta con respecto alos

angulos, ...” (Segunda pagina del Anexo M).

En tercer lugar, de acuerdo lo presentado en sus hojas de respuestas, se podriadecir que
el nivel de desempefio de los estudiantes de lapargja P3 acanza a ser € Ns. Esta afirmacion se
basa en que |0 escrito por los estudiantes a responder las preguntas 1y 7 de laprimeraparte de
laactividad, indicarian una buena comprension de larelacion entre las dos representaciones para
lafuncion seno (lalineatrigonométrica de larazon seno en € circulo unitario y lacurvadela
funcion seno en € plano cartesiano). Sin embargo, a ver y escuchar € video, se pudo verificar

que los estudiantes planteaban diferentes hipotesis para contestar estas preguntas (por gemplo,
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el estudiante E1P3 menciona a minuto 14:30 e concepto fisico de onda paranombrar ala
gréficadel seno), y las contestaron por escrito después de haberse adelantado y leido las
preguntas de la segunda parte, donde se daba |a descripcidn esperadaen lapregunta 7. Este
detalle se debe tener en cuenta para posteriores correcciones del disefio de laactividad, o para
dar unainstruccion especifica de entregar |as respuestas de la primera parte antes de ser
entregadala segunda parte del cuestionario. De todos modos, se ratificala clasificacion de nivel
de desempefio N3, porque @ estudiante E2P3 expresd a minuto 1:05 de manerainmediata que la
longitud del segmento rojo correspondiaal valor del seno. Ademas, la sintesis que escribieron
con ayuda de la segunda parte del taller, fue bien redactada y presentabalo méas importante que
se esperaba se identificara: “se va generando una funcién..., en donde el eje x son los angulos
que se generan del (movimiento) del punto P sobre el circulo unitario y el eje “y” (son) los
valores del segmento rojo”

Tabla 15

Sstematizacion de resultados “Procesos desarrollados™ dela Actividad 5

Parej a D1 D, D3 D4 Ds De D+
P1 X v v v v v v
P2 v X v v v v v
P3 v X v v v v v

Fuente: Elaboracion propia.

Ahorabien, respecto a proceso desarrollado que se esperaba con relacion a
identificacion de la propiedad de continuidad en la curva de la funcidn seno, etiquetado como
D1, se puede afirmar que los estudiantes de | as tres pargjas tenian laidea aproximada del
concepto, pero no lo pudieron expresar de maneraformal correcta. Por ejemplo, el estudiante
E2P3 en el minuto 26:10 expresaba que la funcion seno era continua porque “la grafica no
estaba separada”, pero el compariero E1P3 (minuto 27:40) se impuso con su idea equivocada

al afirmar que era continua “porque esta se repite constantemente cada vez que se leda una
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vuelta al circulo unitario”. Es claro que en este caso, el estudiante E1P3 confunde el concepto
de continuidad con el de periodicidad. La misma confusion conceptual sucedié en los
estudiantes de la pargja P1, quienes expresaban al minuto 10:05 que: “la curva es continua
porgue cada 180° hay una curva gque continta con igual medida de la que le precede” (ver
segunda paginadel Anexo M). De igual manera, |os estudiantes de la pareja P2 tenian unaidea
inicial segun el estudiante E2P2 de que la funcion era continua “porque no se corta” (minuto
26:30), sin embargo, escriben de nuevo gue es continua porgue se repite constantemente,

pasando de nuevo ala confusion con la propiedad de periodicidad.

En cuanto a proceso esperado D2 relacionado con la determinacion del dominio dela
funcion seno, también hay varios detalles interesantes para analizar en las respuestas de los
estudiantes. En primer lugar, los estudiantes de |a pargja P1 primero no plantean bien €
concepto de dominio, hecho que se evidenciaen el video a minuto 11:20 cuando € estudiante
E2P2 hace la afirmacion incorrecta de que: “segun la definicion de dominio dada en la
pregunta solo se tomaria como dominio los valores donde la funcion corta €l ge x, porque son
los Unicos valores de x donde existe la funcion”. Sin embargo, al final escriben bien en la hoja
de respuestas (ver primera paginade Anexo M), que & dominio de lafuncion seno son todos
los nimeros reales, con un error de escritura formal al decir que “x = R”. En segundo lugar, se
tiene que la pargja P2 no logra identificar bien el dominio, pues|o limitan solo a intervalo
mostrado en la gréfica de 0° a 360° (expresado en €l minuto 27:20). Y, en tercer lugar, €
estudiante E1P3 expresa al minuto 27:40 lo que seria el dominio: “son todos los angulos que
se generan al girar el punto P sobre el circulo unitario”, lo cual seria correcto, sino se esperara

una respuesta concreta, haciendo uso del |enguaje matematico formal.
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Siguiendo con el proceso esperado D3, relacionado con laidentificacion del valor
maximo y minimo, se puede afirmar que las tres parejas identificaron que el valor maximo de
lafuncidon seno es 1y e minimo es—1, sin embargo, las pargjas P1 y P2 no tienen una buena
notacion en sus respuestas, porque se solicitaban las coordenadas de los puntos (maximo y
minimo) y solo escriben €l valor de la ordenada, faltando la abscisay |a correcta notacion de
punto (X,y). En cambio, los estudiantes de la pargja P3, si expresaron |0s puntos solicitados
correctamente con las coordenadas del ge x, tanto en grados como en radianes (ver tercera

paginadel Anexo M).

Por otra parte, con relacion al proceso esperado D4, referente ala determinacion del
rango de la funcion seno, se puede afirmar que sucede algo similar con la pregunta anterior. Es
decir, lastres pargjas identifican que los valores del seno van desde €l valor minimo (-1) hasta
el maximo (1), pero no saben como escribir con un lenguaje matematico formal esta
caracteristicade las funciones. Y de nuevo, €l estudiante E1P3 se destaca por hacer una
afirmacion distinta ala esperada (minuto 35:15), que en gran parte se puede considerar
correcta: “rango = valores del segmento rojo” (refiriéndose a la linea trigonométrica que

representa el seno, segmento sobre €l “eje y” en &l plano cartesiano con €l circulo unitario).

En lo que a proceso esperado D5 se refiere, de nuevo se puede afirmar que los
estudiantes de las tres parejas identifican correctamente en donde la funcion seno es creciente
y en donde es decreciente, gracias a proceso de visualizacion realizado con ayuda de lafigura
dindmica en pantalla. Sin embargo, siguen evidenciando la carencia de una comunicacion

escritaformal correcta.

En primer lugar, las pargjas P1 y P2 contestan en formas muy similares, expresando en

lenguagje no formal de intervalos los valores entre |os cuales la funcidn seno es creciente o
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decreciente (ver respuesta 5, en primeray segunda paginadel Anexo M). En cambio, €
estudiante E2P3 no expresa los valores de los angulos, ni los interval os, sino que empleala
definicion de cuadrantes dada en la siguiente pregunta para contestar en qué cuadrantes la
funcidn seno es creciente y en cuales es decreciente (ver respuesta 5, en tercera pagina del

Anexo M).

Para el sexto proceso esperado Ds, se puede evidenciar lafacilidad con que los
estudiantes de las tres paregjas logran establecer, con la ayuda de la figura dinamica en pantalla,
los cuadrantes en los que la funcidn seno toma valores positivos y en cuales tomavalores
negativos. Hecho que es muy importante cuando el estudiante pasa atrabajar de manera
algebraica con los valores de lafuncidn seno. En este caso que no exige unaformalidad en la
escrituralas tres parejas escriben una respuesta correcta, (aunque solo los estudiantes de la
pargja P3, si usaron niimeros romanos para etiquetar |os cuadrantes), como |o muestralas

respuestas a la pregunta 6 de la segunda parte, en las tres paginas del Anexo M.

Por ultimo, en lo que al desempefio esperado D7 serefiere, se expone que los
estudiantes de las tres paregjas entendieron € significado del concepto periodo, como €l valor
del gie X en € cual lagraficade lafuncion se vuelve arepetir, y lo lograron determinar en
forma correcta paralafuncién seno. En este caso, la pareja P1 expresd su respuesta queriendo
hacer énfasis en que las medidas de |os angulos debe ser expresada en términos de radianes:
“Periodo = 2 p = 2 p rad”; mientras que las otras dos pargjas P2 y P3, cumpliendo la peticion
del profesor, expresaron el periodo tanto en grados como en radianes de la siguiente manera:
“Periodo = 360° = 2p rad” (ver respuestas de la pregunta 7 de segunda parte, en las tres

paginas del Anexo M).
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4.3.8. Resultadosdela Actividad 6

Siendo la segunda actividad de la seccion 111 de la secuencia didactica disefiada, y dado
que las preguntas del taller son las mismas que las formuladas paralafuncion seno, pero en este
caso para anadizar lafuncion coseno. El andisis se haraen formaresumida, destacando solo
variables interesantes que se presenten con respecto a andlisis realizado en la actividad anterior.

Antesderedlizar e andisis, cabe mencionar que € dia que se implement6 esta actividad,
los estudiantes de la pareja P2 no asistieron a clases, por |o tanto, fueron reemplazados con otra
pareja de estudiantes que ofrecieron su colaboracion pararealizar € registro de sus desempefios.
Dicha pareja suplente se encuentraregistrada en latabla 16 como P2*.

Tabla 16
Sistematizacion de resultados “Niveles de desempefio™ dela Actividad 6

Pareja N1 N> N3

P1 v
p2* v
P3 v

Fuente: Elaboracién propia.

Latabla 16 presenta los resultados evidenciados de acuerdo alos niveles de desempefio
“Ni”, por las tres parejas de estudiantes que realizaron la Actividad 6. En € caso delapargaP1
setiene que a igua que en laactividad anterior, lograron visuaizar larelacion que existe entre
lalinea trigonométrica, que representa larazén coseno de un angulo en posicion normal en e
circulo unitario, con lagrafica de lafuncién coseno del mismo angulo. Sin embargo, en sus
respuestas alas preguntas 1 y 7 de la primera parte de la actividad, solo expresan las
caracteristicas observables de la graficay no justifican con un lenguaje adecuado dicharelacion
(ver primera paginade Anexo O). Por € contrario, los estudiantes de |a pareja nueva P2*

presentaron unainteresante respuesta de la pregunta 1, en la cua demuestran un buen
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razonamiento parajustificar larelacion delalineatrigonométrica del coseno con su respectiva
gréficaen € plano cartesiano. En € minuto 1:08 € estudiante E2P2* expresa: “Sabemos que es
coseno (refiriéndose a segmento azul en e plano del circulo unitario) porque € cateto que hace
varielosvaoresen e plano es €l adyacente a angulo q”; esto lo dicen al recordar lo trabajado
enlaActividad 3y pasan adar ladefinicion correcta de larazon coseno (cateto adyacente sobre
hipotenusa). Ademas, en el minuto 5:10 la estudiante E1P2* dice: “Dependiendo del valor que
tome el angulo, asi mismo va a aumentar o disminuir el cateto adyacente”; frase muy interesante
yaque eslaprimeravez que un estudiante en e desarrollo de | as actividades expresa de manera
directala dependencia que tienen los vaores de |as razones trigonométricas (por tanto, delas
funciones trigonométricas) respecto al angulo g (lo cual erad objetivo principa delaprimera
actividad de la secuencia didéctica). Por otro lado, la pargja P3 vuelve aevidenciar como en la
actividad anterior que reconocen larelacion entre lo sucedido en € plano amedida que se
mueve e punto P sobre e circulo unitario con o que sucede en e plano cartesiano quetrazala
gréficade lafuncion coseno. En & minuto 5:25 € estudiante E1P3 empieza adar larespuestade
la pregunta 7: “A medida que el punto P es movido en el circulo unitario va generando unos
valores ddl segmento azul que...” en ese momento el estudiante E2P3 puntualiza algo que no
registra bien en su respuesta escrita para completar la expresion de su compariero: “...en el
plano cartesiano, se ve reflejado como la funcion coseno, y ya”; luego el estudiante E1P3
registrala respuesta escrita, mencionando las caracteristicas de las gréficas, pero olvidala
precision realizada por su compafiero E2P2* . Por |0 anterior, se puede considerar de todos
modos, que € nivel de desempefio paraestapargjaes el de N3 (segunda paginadel Anexo O).
Por otra parte, con base en latabla 17 se presenta el andisis de |os desempefios

desarrollados esperados “Di” en la Actividad 6.
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Tabla 17

Sistematizacion de resultados “Procesos desarrollados’ dela Actividad 6

Parej a D1 D, D3 D4 Ds De D+
P1 X v v v v v v
p2* X v v v v v v
P3 v v v v v v v

Fuente: Elaboracion propia.

En primer lugar, setiene que los estudiantes de la pargja P1 de nuevo exhiben no
comprender bien € significado del concepto de continuidad (minuto 7:25) y responden que s es
continua dando una justificacién incorrecta, pues confunden esta caracteristicacon la
periodicidad de la gréficade coseno. Deigua manera, la pargja P2* responden algo similar
confundiendo € concepto de continuidad con e de periodicidad; esto se evidenciaen e minuto
14:04 cuando € estudiante E2P2* dice: “Obvio es continua, pero hay que explicar por qué
siempre es continua”, y ante esta cuestion la estudiante E2P2* responde: “pues porque se repite
cada dos pi”. Por el contrario, los estudiantes de la parga P3 logran dar una justificacion mas
acertada para explicar la propiedad de continuidad de la gréfica de la funcién coseno; como se
puede ver en su respuesta escrita, inicia mente parece confundir la continuidad con la
periodicidad, pero a fina expresa una razon correcta: “Es continua porgue se prolonga
periodicamente en larectadel gex, sin ser cortada en ninguna parte”.

En segundo lugar, respecto a proceso D- correspondiente ala determinacion del
dominio, se puede afirmar que lastres pargjas logran identificar correctamente esta propiedad de
lafuncion coseno, expresando que € dominio son todos los nimerosreales. Las pargjas P1y P3
lo escriben con €l lenguaje mateméti co correcto, en cambio, la parga P2* 1o escriben con una
equivocada notacion de conjuntos (ver Anexo O).

En tercer lugar, respecto a proceso esperado D3 se puede decir que las tres parejas

identifican correctamente los puntos maximo y minimo de la curvade lafuncion coseno. Sin
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embargo, solo la pareja P3 logra escribir la notacion de punto con coordenadas (X, y) en forma
correcta. En cambio las otras dos pargjas (P1 y P2*) escriben solamente € valor dela
coordenada “y” de dichos puntos, usando una notacién no formal (inventada por ellos) como
Pm=-1 0Py =1 paralapargaPl; y Pmin = -1 0 Pna= 1, en &l caso de lapargja P2*, para expresar
el punto minimo o0 maximo, respectivamente.

En cuarto lugar, acercadel proceso esperado D4 relacionado con la determinacion del
rango de lafuncion coseno, a igual que en laActividad 5 para e caso de lafuncién seno, los
estudiantes de las tres parejas identifican correctamente el intervalo del eje “y” en el que la
funcion tiene imagen, es decir, entre-1y 1 (incluyéndolos). Observando sus respuestas en €
Anexo O, se puede destacar que las pargjas P2* y P3 escriben con un lenguaje ssimbdlico formal
correcto lanotacion de interval o para expresar € rango del coseno. La pargja P1 utilizauna
notacion incorrecta, pues utiliza llaves para expresar un intervalo y los valores estén en
desorden: Rango {1, -1}.

En quinto lugar, setiene el andlisis para el desarrollo del proceso esperado D5,
relacionado con la determinacion de los interval os de crecimiento y decrecimiento de lafuncion
coseno. Al respecto, se observa en las respuestas que las tres pare as establecen correctamente
losintervalos del dominio (entre 0° y 360°) en los que lafuncidn coseno es creciente y
decreciente, pero solo la pargja P2* 1o escribe con la notacion correcta de intervalos (ver
segunda paginadd Anexo O).

En sexto lugar, se puede decir que para e proceso de determinacion de los cuadrantes en
los que & coseno toma val ores positivos 0 negativos, etiquetado como Ds, fue evidenciado su
logro por parte de las tres parejas de estudiantes, y sus respuestas estan correctamente escritas
aungue unas usen una simbologia més formal, como € caso de lapargja P2* que usaron

notacion de interval os para expresar |0s cuadrantes.
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En séptimo y ultimo lugar, respecto a andisis de |os procesos esperados se desarrollaran
en esta actividad, se tiene que &l proceso Dy, relacionado con la determinacion del periodo dela
funcion coseno, fue identificado y expresado correctamente por escrito por las tres parej as.
4.3.9. Resultadosdela Actividad 7

En & caso de estatercera actividad de laseccion |11 y Ultima de toda la secuencia
didéctica disefiada, se hara un andisis detallado destacando las dificultades que evidenciaron los
estudiantes para analizar |as mismas caracteristicas que ya reconocian bien en las funciones seno
y €0seno, pero que en e caso de latangente ya no eran las mismas. Deigua maneraqueen la
actividad anterior, e andisis se hard en formaresumida, destacando solo variables interesantes
en |os procesos de solucion mostrados por |os estudiantes, tanto en sus respuestas del taller,
como en € video.

Tabla 18
Sistematizacion de resultados ““Niveles de desempefio™ dela Actividad 7

Pareja N1 N> N3

P1 v
P2 v
P3 v

Fuente: Elaboracién propia.

Parad caso de lafuncion tangente se afirma que las tres paregj as de estudiante logran
identificar larelacion que existe entre lalinea asociada alarazon tangente en € circulo unitario
y la gréfica generada para la funcién tangente. Sin embargo, ninguna de | as paregjas expresaron
en sus respuestas (orales ni escritas) unajustificacion adecuada para explicar dicharelacion. Por
lo tanto, segun € desarrollo de esta actividad, seles daalastres pargjas unaclasificacion de
nivel de desempefio No.

Parafinalizar el andisis de resultados de toda la secuencia didactica, se presentalatabla

19 con la sistematizacion de los procesos desarrollados en la Actividad 7.



Tabla19

Sistematizacion de resultados “Procesos desarrollados™ dela Actividad 7

Parej a D1 D, D3 D4 Ds De D+
P1 v v v v v v X
P2 v X X v v v v
P3 v v v v v v v

Fuente: Elaboracion propia.

En el caso del proceso desarrollado esperado D1, relacionado con la propiedad de
discontinuidad de la funcidn tangente, se puede afirmar que fue mucho més féacil paralos
estudiantes de las tres pargjas, dar un justificacion correcta para explicarla, que lo sucedido en
el caso delaexplicacién de la continuidad para el seno y coseno en las dos actividades
anteriores. En € caso de la funcidn tangente, es mas sencillo explicar su propiedad de
discontinua por & proceso de visualizacion, como lo expresala pargja P1 en su respuesta
escrita: “La curva no es continua porque cada 90° lafuncién se sale de su dominioy da la
impresién de gque se corta las curvas” (Io gque querian decir es que, en la grafica se observa
gue en 90° y 270° lacurvase vadl infinito y viene de menos infinito dando un corte dela
misma). Al respecto la pareja P2 fue mas concreta para contestar: “la curva es discontinta ya
gue se corta”. Del mismo modo, la pareja P3 expresa a su maneralajustificacion dela
discontinuidad escribiendo: “Es discontinua, pues esta es hecha de ¥ trozos” (de acuerdo a lo
escuchado en €l video o que querian expresar era que la gréfica se cortaba en trozos de
tamanio infinito).

En cuanto a proceso de la determinacion del dominio de lafuncion tangente,
etiquetado como D2, se present0 dificultad parala pareja P2 en su identificacion pues
respondieron del mismo modo que en el caso de lafuncidn seno y coseno, es decir, todos los
reales desde menos infinito hastainfinito. No obstante, las pargjas P1 y P3 si tuvieron una

acertada observacion y determinacion al establecer, a su manera, laexclusion de los valores

129
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gue no pertenecen al dominio porque en donde la gréficase vaal infinito es porque lafuncién
no existe. En & caso de lapargja P1, a minuto 8:30 empiezan aresolver lapregunta2 de la
segunda parte cuando € estudiante E2P1 dice que toca contestar con pal abras porque no sabe
como expresarlo en lenguaje simbalico. Por esta razon, deciden explicar por partes los
intervalos (entre 0° y 360°) en los cuales lafuncion existe, excluyendo los valores de 90° y
270° (ver primerapéginadel Anexo Q). En cambio, los estudiantes de lapargjaP3 si
intentaron escribir en simbolos |0 que ya habian escrito en palabras a responder la pregunta 7
de la primera parte, es decir, el estudiante E2P1 expresa que la curvatiene una asintota
(vertical) en los multiplos impares de pi medios, pero a querer escribir en simbolos 1o mismo
en larespuesta 2 de la segunda parte, 10 hace en forma incorrecta como se puede observar en
la cuarta paginadel Anexo Q.

Ahorabien, parano extender mas este analisis de la Actividad 7, se puede afirmar que
paralos procesos esperados restantes, se obtuvieron los siguientes resultados:

Para D3, las pargjas P1 y P3 explican correctamente que para lafuncion tangente no es
posible determinar puntos maximos 0 minimos, debido a que en los valores multiplos impares
de pi medios lafuncion se vaamaésinfinito y luego viene de menos infinito. Por otro lado, la
pareja P2 expresa en formaincorrecta que € valor maximo es infinito positivo y e minimo es
infinito negativo.

Para D4, las tres pargjas identifican en forma acertada que € rango de lafuncién
tangente estodo €l gey, es decir todos |os nimeros reales. Sin embargo, al intentar expresar
en forma simbdlica solo la pargja P3 escribe la notacién de interval os correcta:

Ran(Tan) = (- ¥,¥), mientras que la pargja P1 lo escribe mal con llaves: Rango ={- ¥ ¥} y
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lapareja P2 también se equivoca a escribir con corchetes: Ran(Tan) = y1 [- ¥,¥], puese
infinito no puede ser cerrado.

Para Ds, en general se puede afirmar que las tres parejas identificaron y expresaron en
forma correcta que la funcién tangente es creciente en todo su dominio.

Para De, del mismo modo se puede decir que las tres parejas establecieron en forma
acertada y fécilmente, en qué cuadrantes la funcion tangente toma valores positivos y en
cuéles toma valores negativos.

Por ultimo, paraD7 setiene que las pargjas P2 y P3 lograron identificar |a propiedad
del periodo de la funcion tangente, expresando correctamente que la gréfica se vuelve a repetir
cada pi radianes como se puede ver en laterceray cuarta paginadel Anexo Q. Por €l contrario,
la pargja P1 tuvo dificultad paravisualizar bien el periodo de lafuncion tangente 'y se
confundieron con los valores de discontinuidad que se relacionan con los multiplos impares de

pi medios, por estarazon, contestaron en forma equivocada que €l periodo de latangente es:
“P =90° = p/2 rad” (ver segunda paginadel Anexo Q).

4.3.10. Andlisis deresultados de la Seccion 111

Teniendo redlizado € andlisis descriptivo de lastres actividades de laseccion 1l dela
secuencia didéctica, se presentan las reflexiones acerca de como € trabgjo con dichas
actividades, influy6 en e desarrollo de la competencia de razonamiento geométrico. Primero, se
precisa de nuevo la correcta decision que se tomo en e disefio de las actividades de esta seccion
(con base en la sugerencia dada por € trabgo del doctor CosD. Fi), paratrabgar las
propiedades de | as gréficas de | as funciones trigonométricas, rel acionando su dependencia con

los valores de | as longitudes de | as lineas trigonométricas respectivas en € circulo unitario.
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El dinamismo de las figuras en estas tres actividades permitieron que | os estudiantes
desarrollaran sus procesos de visuaizacion y conjeturacion para descubrir y establecer las
propiedades de | as tres funciones trigonométricas bési cas (seno, coseno y tangente), apartir dela
relacion entre las representaciones en € circulo unitario de las razones trigonomeétricas y su
respectivaimagen en e plano cartesiano de | as gréficas de dichas funciones. En estas
actividades se pudo establecer de unamejor manera la dependencia que tienen los valores de las
funciones trigonométricas con respecto a angulo parael cua se estan calculando.

Algo interesante que se desprende del andlisis de las respuestas de |os estudiantes en las
actividades de esta seccion 111, eslanecesidad de continuar un trabgjo de investigacion
especifico sobre conceptos tales como € dominio de unafunciony € infinito.

Por otro lado, como ya se menciono antes, por cuestiones de tiempo no se dcanzo a
disefiar y proponer las actividades para analizar |as propiedades de | as curvas de las otras tres
funciones trigonométricas (secante, cosecante y cotangente). Ademas, tomando en cuentalo
expresado por Fi (2003, p.203) con relacion al trabajo de la funciones trigonométricas y sus
gréficas, se debe proponer como oportunidad de mejora para esta secuencia didactica e disefio
de actividades extras paratratar |as tan olvidadas funciones trigonomeétricas inversas.

Al respecto, € doctor Fi indica que esimportante trabajar la comprension gréficade las
funcionesinversas como reflgos de las funciones originales sobre larectay = x; y defiende la
relevanciadel conocimiento de las funciones inversas, a afirmar que estas permiten alos
estudiantes ser verstiles y adaptativos en situaciones de resolucién de problemas. De hecho, las
funciones inversas permiten desarrollar una accién importante de las mateméticas, que esla
capacidad de deshacer o revertir acciones parareclamar € comienzo.

De este modo, se da por finalizado el detallado andlisis cualitativo de los resultados de

las actividades de |a secuencia didactica disefiada e implementada, y |as respectivas
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reflexiones sobre e cumplimiento del objetivo genera en cada una de las seccionesde la
misma. Con esto, se tiene una base para sustentar buena parte de las conclusiones de este
trabajo de investigacion, encaminadas hacia la verificacion de la hipdtesis planteaday ala

comprobacion del alcance de los objetivos general y especificos.

5. Conclusiones

Para empezar, es importante destacar que la experiencia de laimplementacion dela
secuenciadidactica, bajo unamiradainvestigativa, y alavez con unaintencionalidad
pedagbgica formativa, permitié realizar varias observaciones interesantes sobre €l proceso de
resolucion de |os estudiantes de este tipo de actividades mediadas con un recurso tecnol 6gico,
como el SGD Geogebra. Dichas observaciones, conllevan a investigador arealizar
reflexiones, como docente del area de mateméticas, sobre los distintos problemas que tienen
los estudiantes, en cuanto al aprendizaje de |as diferentes competencias mateméticas.

Ahorabien, en cuanto alos resultados obtenidos en el andlisis realizado, con base en la
sistematizacion de laimplementacion de la secuencia didactica, se puede decir que es posible
verificar el cumplimiento de la hipodtesis planteada a inicio de estainvestigacion. En efecto,
las distintas actividades disefiadas para la ensefianzay el aprendizaje de |las razones
trigonométricas, mediadas por el ambiente de geometria dindmica Geogebra, facilito la
mani pulacion de |os objetos geométricos en pantalla (como los puntos moviles que originaban
los angulos y/o modificaban € tamafio de los lados del triangul o rectédngulo, |os segmentos
asociados a las razones trigonométricas llamados “lineas trigonométricas” y los trazos de las
curvas de las funciones trigonomeétricas). Dichas figuras dindmicas permitieron alos
estudiantes realizar procesos de exploracion, visualizacion y conjeturacion sobre las distintas

relaciones entre |os elementos (por g emplo, segmentos y razones) presentados en las figuras;
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asi como, sobre las propiedades de | as gréaficas de |as funciones trigonométricas. Asi pues, a
analizar los procesos desarrollados por |os estudiantes, fue posible determinar €l nivel de
desemperio que estos a canzaron en cuanto al desarrollo de la competencia matematica de
razonamiento, y en especial del proceso de visualizacion.

No obstante, se dgja por sentado que el desarrollo del proceso de visualizacion, y dela
competencia matematica de razonamiento, se vio afectado porque |os estudiantes en varias
ocasiones no lograban asociar 10s conceptos previos que deberian tener, con las propiedades y
las rel aciones geométricas sobre las cual es se les cuestionaba en | as actividades, para
finalmente, poder expresar respuestas adecuadas a las preguntas planteadas.

Delo anterior, se puede establecer como una de las principales conclusiones de esta
investigacion, que los estudiantes en realidad no presentan tantas dificultades en el
desarrollo de la competencia de razonamiento matematico, y mucho menos, en lo que a
proceso de visualizacion respecta, sino que en su lugar, las dificultades que mas se
evidenciaron tanto en los videos como en sus respuestas escritas, eran las relacionadas con
el desarrollo de la competencia de comunicacion matematica. De hecho, en la mayoria de
las actividades, cuando las parejas no acanzaban el maximo nivel de desempefio esperado
para la competencia de razonamiento, siempre la dificultad principal era el no tener un
lenguaj e adecuado, tanto en forma discursiva como en forma simbdlica, para expresar sus
respuestas.

Al desarrollar las actividades con |as razones trigonométricas con ayuda del
dispositivo tecnol égico, |os estudiantes evidenci aban con sus expresiones sobre 10
observado en pantalla, que si estaban realizando un proceso de andlisis y visualizacién de
las propiedades y relaciones existentes entre los conceptos y las figuras; sin embargo, a

ellos se les dificultd constantemente usar un lenguaje apropiado para expresar sus ideas de
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manera correcta 'y formal; siendo en la mayoria de |os casos por desconocimiento de los
términos y en otras ocasiones por |a confusion entre conceptos y/o notaciones.

Por otra parte, como resultado de una reflexion pedagogica originada a partir de lo
observado en los registros de video, se puede destacar la importancia de haber utilizado la
técnica de aprendizaje colaborativo (TAC) de resolucion de problemas por parejas pensando
envoz ata (RPPPVA), pues|os docentes de matematicas recurrimos casi exclusivamente, ala
formatradicional devalorar (evaluar) € trabgjo delos estudiantes por medio delaevidencia
escrita de la solucion de los problemas. De esta manera, se pierden valiosas evidencias del
pensamiento realizado por |os estudiantes, que no quedan registrados en forma escrita, por lo
tanto, seterminavalorando a estudiante como s definitivamente no tuviese ningun nivel de
desempefio en una u otra competencia matematica, 1o cual en muchas ocasiones no es del todo
cierto.

Asi pues, se puede concluir que estainvestigacion deja abierta una reflexion pedagogica
y didéactica encaminada haciarepensar y replantear formas de evaluacion formativas distintas a
las técnicas de evaluacion tradicionales.

En este sentido, es necesario exhibir lainnegable importancia que tiene la mediacion de
las TIC parainnovar las préacticas pedagogicas en € aula. Ademés, de los software
especializados para la ensefianza de |as mateméticas como Geogebra, es necesario incrementar
laimplementacion de las herramientas tecnol dgicas, como € celular y e computador con
conexién ainternet en las clases de mateméticas. Lainformacion esta a disposicion delos
estudiantes en forma constante, por |o tanto, € papel del docente cambia de ser un simple
transmisor, aser € guiay acompafiante del proceso de aprendizaje. Asi, € docente se convierte
en un disefiador de experiencias significativas, generando preguntas especiales que impulsen la

curiosidad investigativa de los estudiantes, y @ mismo tiempo proponer actividades en las que
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los mismos estudiantes apliquen sus conocimientos en cuanto a manejo de latecnologia, para
registrar y evidenciar su comprension de los conceptos y procesos trabajados.

De este modo, unaidea de este tipo de actividades podria ser, por gemplo, proponer a
los estudiantes realizar un gercicio de solucion de un problema, en e cual, ademas de entregar
larespuesta escrita, se acomparie de un video tomado con e celular explicando sus
justificaciones pararealizar cada uno de los pasos. Al respecto, cabe aclarar que lo Unico
innovador de esta propuesta esta en € instrumento de registro de la respuesta por video, pues ya
preguntas de este tipo se han venido trabajando en las clases de mateméticas, en las cuaeslos
docentes solicitan las justificaciones del paso apaso del proceso de solucion de un problema,
pero en formaescrita. Ladesventgjade solicitar en forma escritaeste tipo de andlisisalos
estudiantes, es que requiere de una buena competencia comunicativa por escrito, por lo tanto, es
posible que en formaverba a estudiante le resulte més facil expresar susideasy asi dar unas
evidencias mas interesantes sobre su verdadero aprendizaje.

Parafinalizar, se concluye que estainvestigacion, al intentar responder la pregunta
problematizadora de como €l trabajo con este tipo de secuencias didacticas mediadas por un
SGD, facilitan € desarrollo de la competencia matemética de razonamiento, y en especia del
proceso de visualizacion, a abordar temas propios de la geometria (como las razones
trigonométricas); evidencia que de verdad los estudiantes a tener un trabajo colaborativo en
el cua exponen y debaten sus observaciones y justificaciones, incrementan su nivel de
desempefio en cuanto ala competencia de razonamiento a medida que avanzan en la solucion
de las actividades planteadas en una secuencia ordenada y metddica, como larealizada.
Ademas, se puede afirmar que los estudiantes al finalizar € desarrollo de la secuencia
didéactica pueden dar cuenta de una mayor comprension de | as propiedades, caracteristicasy

tipos de representaciones de | as razones trigonométricas, pasando desde su representacion
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geométrica (linea trigonométrica en el circulo unitario) hasta su interpretacion algebraica
como funciones trigonométricas (grafica de funcion en el plano x, y).

Mas aln, larealizacion de esta investigacion termind dejando abierto, en el campo de
laensefianzay el aprendizaje de las matematicas, un posible interrogante para una futura
investigacion académica: ¢Qué tipo de propuestas se pueden disefiar para fomentar el
desarrollo de la competencia de comunicacion matematica; en especial, desde e tratamiento
de un objeto o concepto geométrico (por gemplo, la semejanza de triangul os o las funciones

trigonomeétricas inversas)?
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Anexo A. Estadistica de indicador es perdidos Trigonometria 10° (2018-P.1)

Institucion Educativa LICEO DEPARTAMENTAL
Sede : 1 - Liceo Departamental

Estadistica de Indicadores Perdidos

Grado : 10 Asignatura : TRIGONOMETRIA

Ano Lectivo : 2018

CONVIVENCIA DE MANERA EFICIENTE

Indicador Total Reprobados |Aprobados (%)
Estudia (%)

00889 COMPRENDE Y UTILIZA LOS SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS EN LA CLASIFICACION 209 125 (59.81 %) 84 (40.19 %)
DE TRIANGULOS.
00891 ARGUMENTA, RESUELVE Y PROPONE PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN LAS RAZONES 209 90 (43.06 %) 119 (56.94 %)
TRIGONOMETRICAS.
00853 RECONOCE, CLASIFICA TRIANGULOS RELACIONANDO SUS PROPIEDADES EN LA SOLUCION 113 79 (69.91 %) 34 (30.09 %)
DE SITUACIONES PROBLEMA.
00890 ANALIZA E INTERPRETA ANGULOS ATENDIENDO A SU MEDIDA Y VERIFICA A QUE 96 26 (27.08 %) 70 (72.92 %)
CUADRANTE PERTENECE.
01026 PRESENTA SU CUADERNO CON TAREAS, TALLERES Y ACTIVIDADES REALIZADAS DURANTE 113 4 (3.54 %) 109 (96.46 %)
EL PERIODO
01072 SU TRABAJO CONTIENE TODOS LOS TEMAS PROPUESTOS, CUMPLE CON LAS CONSIGNAS 113 4 (3.54 %) 109 (96.46 %)
DADAS, ES CLARO Y PRECISO EL ROL QUE DESEMPENA DENTRO DEL GRUPO, SE EVIDENCIA
PREPARACION ¥ PARTICIPACION EN EL TRABAJO COLABORATIVO, TENIENDO IDEAS CREATIVAS E
INNOVADORAS A LA HORA DE PRESENTAR Y EXPLICAR LOS TEMAS PROPUESTOS
01396 PARTICIPA COMPROMETIDAMENTE EN CLASE PREOCUPANDOSE POR DESARROLLAR LAS 113 3 (2.65 %) 110 (97.35 %)
ACTIVIDADES QUE CONTRIBUYAN CON EL ALCANCE DE LOS DESEMPENOS INDIVIDUALES Y
COLECTIVOS, RECONOCIENDO QUE LOS RECURSOS SON DE TODOS ¥ DANDO USO RESPONSABLE
DE LOS MISMOS.
01542 ES RESPONSABLE CON SUS OBLIGACIONES ACADEMICAS, Y PARTICIPA ACTIVAMENTE EN 96 1 (1.04 %) 95 (98.96 %)
LA CONSTRUCCION DE SU CONOCIMIENTO
01363 CUMPLE CON TODOS LOS REQUERIMIENTOS QUE LE PROPONEN EL AREA Y EL MANUAL DE 96 0 (0 %) 96 (100 %)
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Institucion Educativa LICEO DEPARTAMENTAL
Sede : 1 - Liceo Departamental

Estadistica de Indicadores Perdidos

Grado : 9 Asignatura : GEOMETRIA

Afo Lectivo : 2018

CONVIVENCIA DE MANERA EFICIENTE

Indicador Total Reprobados |Aprobados (%)
Estudia (%)

00732 ESTABLECE LA PERTINENCIA DE APLICAR EL TEOREMA DE THALES EN LA SOLUCION DE 119 85 (71.43 %) 34 (28.57 %)
PROBLEMAS
00733 ESTABLECE LA PERTINENCIA DE APLICAR EL TEOREMA DE PITAGORAS EN LA SOLUCION 81 67 (82.72 %) 14 (17.28 %)
DE PROBLEMAS.
01542 ES RESPONSABLE CON SUS OBLIGACIONES ACADEMICAS, Y PARTICIPA ACTIVAMENTE EN 160 19 (11.88 %) 141 (88.13 %)
LA CONSTRUCCION DE SU CONOCIMIENTO
01026 PRESENTA SU CUADERNO CON TAREAS, TALLERES Y ACTIVIDADES REALIZADAS DURANTE 40 9(22.5 %) 31 (77.5 %)
EL PERIODO
01072 SU TRABAJO CONTIENE TODOS LOS TEMAS PROPUESTOS, CUMPLE CON LAS CONSIGNAS 40 8 (20 %) 32 (80 %)
DADAS, ES CLARO ¥ PRECISO EL ROL QUE DESEMPENA DENTRO DEL GRUPO, SE EVIDENCIA
PREPARACION Y PARTICIPACION EN EL TRABAJO COLABORATIVO, TENIENDO IDEAS CREATIVAS E
INNOVADORAS A LA HORA DE PRESENTAR Y EXPLICAR LOS TEMAS PROPUESTOS
01396 PARTICIPA COMPROMETIDAMENTE EN CLASE PREOCUPANDOSE POR DESARROLLAR LAS 40 6 (15 %) 34 (85 %)
[ACTIVIDADES QUE CONTRIBUYAN CON EL ALCANCE DE LOS DESEMPENOS INDIVIDUALES Y
COLECTIVOS, RECONOCIENDO QUE LOS RECURSOS SON DE TODOS Y DANDO USO RESPONSABLE
DE LOS MISMOS.
01363 CUMPLE CON TODOS LOS REQUERIMIENTOS QUE LE PROPONEN EL AREA Y EL MANUAL DE 160 3 (1.88 %) 157 (98.13 %)
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Anexo C. Consentimiento informado a padres de familia

LICEO DEPARTAMENTAL

UNIVERSIDAD

$% ICEST

CONSENTIMIENTO INFORMADO
Santiago de Cali. 10 de septiembre de 2019

Yo, . Madre - Padre
y/o Acudiente, identificado con cédula de ciudadania No.
de , autorizo a mi hijo (a)

del grado 10°- 5 para participar en el diagnostico e implementacion de situaciones
didacticas que el licenciado Edward Benavides de la institucion, en el marco de su trabajo
de grado de Maestria en Educacion, pretende desarrollar como estrategia de mejoramiento
de los procesos de aprendizaje de los estudiantes participantes. Estoy enterado que mi
hijo(a) sera registrado en video y que su imagen no sera publicada, al igual que su
participacion sera registrada en forma anénima, y los datos recopilados solo seran utilizados
con fines académicos.

Firma del Padre /Madre de Familia/ Acudiente
Tel/Cel:

ORSERVACION: La secuencia didactica se desarrollara dentro del horario de clases
habitual de la asignatura de Trigonometria y los resultados de aprendizaje seran evaluados
por la docente encargada del area Luz Elena Jiménez.

Gracias por su atencidén y apoyo a esta actividad, determinante en la formaciéon de los
educandos y en la movilizacién de sus saberes.

Cordialmente,

M B te

Edward Antonio Benavides Rosero
Lic. en Matematicas y Fisica
Cel: 300 467 69 54
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. GUIAS, TALLERES, EXAMENES @

Version Fecha formato: .
SANTIAGO Pagina1de2 | LD-FR-108 LICEO
DECALI | O1 08/01/2014 DEPARTAMENTAL

ACTIVIDAD #1: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO lil - 2019

Estudiantes: Fecha:

' PRIMERA PARTE

El archivo Geogebra Actividad 1A.ggb presenta un tridngulo rectangulo de vértices ABC, con
las respectivas medidas de sus lados en cm y del angulo agudo formado en el vértice A (con tres
cifras decimales), y a la derecha, se tienen las razones (cociente) entre dichas medidas. El Gnico
punto que permite movimiento es el punto B (color azul).

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto B y muévalo libremente. Observe lo que
sucede con las distintas partes del triangulo (angulos y lados), y discuta con su
companero, para responder: ;Qué cambia? ;Qué se mantiene igual? ;Qué sucede con
las razones?

2. Si el angulo agudo 0, se aproxima a cero grados, ;qué sucede con los valores de las
razones?

3. Siel angulo agudo 0, se aproxima a noventa grados, ;qué sucede con los valores de las

razones?
\.

' SEGUNDA PARTE
El archivo Geogebra Actividad 1B.ggb presenta un tridngulo rectangulo de vértices ABC, con
las respectivas medidas de sus lados en cm y del angulo agudo formado en el vértice A (con tres
cifras decimales), y a la derecha, se tienen las razones (cociente) entre dichas medidas. El punto
P (color azul) permite modificar el angulo agudo 0, y el punto C (color rojo) permite cambiar el
tamarno del triangulo.
Siga las instrucciones y responda las preguntas:
1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente (manteniendo un
triangulo presente). Observe lo que sucede con las distintas partes del tridngulo (dngulos
y lados), y discuta con su companero, para responder: ;Qué cambia? ; Qué se mantiene
igual? ;Qué sucede con las razones?
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Versién | Fecha formato: ) o
SANTIAGO Pagina2de2 | LD-FR-108 LICEO
DE CALI 01 08/01/2014 DEPARTAMENTAL

-
2. Con el puntero del mouse seleccione el punto C y muévalo libremente (manteniendo un

tridangulo presente). Observe lo que sucede con las distintas partes del triangulo (angulos
y lados), y discuta con su compafiero, para responder: ; Qué cambia? ;Qué se mantiene
igual? ;Qué sucede con las razones?

3. ¢Qué puede decir respecto a los distintos tridngulos que se obtienen cuando se mueve el
punto C (rojo) dejando quieto el punto P (azul)? ;Cémo son en forma y en tamano? ;Qué
nombre recibe su relacion y cudl es el criterio que lo justifica?

4. Para cualquier triangulo ABC en pantalla, registre las medidas de sus lados AB, BC y CA.
Luego, modifique el tamario del triangulo moviendo el punto C (rojo) y registre las nuevas
medidas de los lados con las etiquetas A'B", B'C" y C'A’". Confirmar la proporcionalidad
entre los lados respectivos.

5. De acuerdo a lo que observaron y respondieron en las preguntas anteriores (1 y 2), discuta
con su companero y plantee una conclusién de lo que sucede con los valores de las
razones calculadas en general.

.

rmcmrm

En un triangulo rectangulo los lados que forman el angulo recto se llaman “catetos” y el lado
mayor (opuesto al angulo recto) se llama “hipotenusa”. Las tres razones presentadas en los
archivos de Geogebra se llaman Razones Trigonométricas y se definen para un angulo agudo
@ con tres nombres en especial: Seno (Sengq). Coseno (Cosq) y Tangente (Tang).

En el archivo Geogebra Actividad 1B.ggh, observe el tridngulo ABC y las razones para
responder:

1. Si el Seno del angulo agudo 6 se define como la razén del lado opuesto (al frente del
angulo) sobre la hipotenusa, escriba la razén correspondiente (con la nomenclatura de
segmentos).

2. Si el Coseno del angulo agudo 0 se define como la razén del lado adyacente (que forma
el angulo) sobre la hipotenusa, escriba la razén cormrespondiente (con la nomenclatura de
segmentos).

3. Sila Tangente del angulo agudo 0 se define como la razén del lado opuesto sobre el lado
adyacente, escriba la razon comrespondiente (con la nomenciatura de segmentos).

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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. GUIAS, TALLERES, EXAMENES {’1@
Versién | Fecha formato: ) o
SANTIAGO Pagina1de2 | LD-FR-108 LICEO
DECALI | O1 08/01/2014 DEPARTAMENTAL

ACTIVIDAD #2: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO lil - 2019

Estudiantes: Fecha:

\

A

' PRIMERA PARTE

El archivo Geogebra Actividad 2.ggb presenta un tridngulo rectangulo de vértices OPQ, con las
respectivas medidas de sus lados en cm y del dngulo agudo formado en el vértice O (con dos
cifras decimales), y a la derecha, se tienen las razones trigonométricas del seno y coseno. El
unico punto que permite movimiento sobre la circunferencia de radio 1, es el punto P (color azul).

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente (solo hasta maximo
0 =90"). Observe lo que sucede con las distintas partes del tridngulo rectangulo obtenido
(angulos y lados), y discuta con su companiero, para responder: ;Qué cambia? ;Qué se
mantiene igual? ; Qué sucede con las razones?
2. Para cualquier angulo agudo 0, registre la informacion pedida, luego responda:
0=? P=(?2..7) QP=;? 0oQ=y? Seno=;? Cos0=;?
a. (Como es la coordenada “x” (abscisa) del punto P, con respecto a la longitud del
cateto adyacente OQ?

b. ;Como es la coordenada “x” del punto P, con respecto al valor de la razén coseno
para el angulo agudo 67

c. De acuerdo a las dos respuestas anteriores, ;qué puede concluir respecto a la razén
coseno y la longitud del segmento OQ (azul) proyectado sobre el eje x?

d. ;Como es la coordenada “y" (ordenada) del punto P, con respecto a la longitud del
cateto opuesto QP?

e. ;(Como es la coordenada “y” del punto P, con respecto al valor de la razén seno para
el angulo agudo 67?7

f. De acuerdo a las dos respuestas anteriores, ;qué puede concluir respecto a la razon
seno y la longitud del segmento QP (rojo) proyectado sobre el eje y?

N

J
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SANTIAGO Pagina2de2 | LD-FR-108 LICEO
‘ DE CALI 01 08/01/72014 DEPARTAMENTAL
 SEGUNDA PARTE

De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:

1. Para cualquier angulo 0, se obtiene un tridngulo rectangulo OPQ, por lo tanto si se le
aplica el teorema de Pitadgoras, usando las longitudes de los catetos (OQ y QP) y el valor
fijo de la hipotenusa (OP=1), la formula (con letras) quedaria:

2. Ahora, de acuerdo a las respuestas a y d de la Primera Parte, usando las coordenadas
del punto P = (x.y), la formula del teorema de Pitagoras se puede reescribir, quedando:

3. Por ultimo, de acuerdo a las respuestas b y e de la Primera Parte, usando las razones
trigonométricas (cosO y sen@), la formula del teorema de Pitagoras se puede reescribir,

quedando:

Nota: Si respondiste en forma correcta, la férmula que acabas de obtener en el punto 3,
corresponde a la “Identidad Pitagérica Principal” , y es una féormula que te permitira
resolver problemas de verificacion de identidades y de solucion de ecuaciones
trigonomeétricas.

J

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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SEGUNDA PARTE Y
De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:
1.

Para cualquier angulo 6, se obtiene un triangulo rectangulo OPQ, por lo tanto si se le
aplica el teorema de Pitagoras, usando las longitudes de los catetos (OQ y QP) y el valor
fijo de la hipotenusa (OP=1), la férmula (con letras) quedaria:

o
(o) =054 gPY) / (NH=(0,83'402) .5('/

Ahora, de acuerdo a las respuestas a y d de la Primera Parte, usando las coordenadas

del punto P = (x,y), la formula del teorema de Pitagoras se puede reescribir, quedando:

Por ultimo, de acuerdo a las respuestas b y e de la Primera Parte, usando las razones
trigonométricas (cost y send), la formula del teorema de Pitagoras se puede reescribir,

quedando:

1 4cos01 3 (Seno),

W/

Nota: Si respondiste en forma correcta, la formula gue acabas de obtener en el punto 3,
corresponde a la “Identidad Pitagérica Principal” , y es una férmula que te permitira
resolver problemas de verificacion de identidades y de solucion de ecuaciones

trigopnomeétricas.

o

Edward Antonio Benavides R.

Lic. en Matematicas y Fisica
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SEGUNDA PARTE ;
De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:
1.

Y NGRS SO

Para cualquier angulo 0, se obtiene un triangulo rectangulo OPQ, por lo tanto si se le
aplica el teorema de Pitagoras, usando las longitudes de los catetos (OQ y QP) y el valor

fijo_ de la hipotenusa (OP=1), la férmula (con letras) quedaria:

0P *=0Q +&Pz .

Ahora, de acuerdo a las respuestas a y d de la Primera Parte, usando las coordenadas

del punto P = (x,y), la férmula del'teorema de Pitagoras se puede reescribir, quedando:

Lo

FL el gt 1

7

Por ultimo, de acuerdo a las respuestas b y e de la Primera Parte, usando las razones

trigonometricas (cost y send), la formula del teorema de Pitagoras se puede reescribir,
quedando: ! . {@ @ /./ :
1€ = Cos9—+ send ; {,,”9/

Nota: Si respondiste en forma correcta, la formula que acabas de obtener en el punto 3,

corresponde a la “Identidad Pitagérica Principal” , y es una formula que te permitira
resolver problemas de verificacién de identidades y de solucion de ecuaciones
trigonometricas. :

" L Lot

Edward Antonio Benavides R.

Lic. en Matematicas y Fisica
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. GUIAS, TALLERES, EXAMENES @

Version Fecha formato: .
SANTIAGO Pagina1de2 | LD-FR-108 LICEO
DECALI | O1 08/01/2014 DEPARTAMENTAL

ACTIVIDAD #3: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO lil - 2019

Estudiantes: Fecha:

\

A

'PRIMERA PARTE

El archivo Geogebra Actividad 3.ggb presenta dos triangulos rectangulos OQP y OAR, (las

medidas de sus catetos son observables en las coordenadas de los puntos P y R,

respectivamente). En los tridangulos se da la medida del angulo agudo formado en el vértice O,

que se llamara 0 (en grados con dos cifras decimales). Note que el punto R esta en la interseccion

de la recta secante (recta verde que atraviesa el circulo unitario por el punto P) con la recta
tangente vertical (recta roja que toca al circulo unitario en el punto A). Ademas, a la derecha, se
tienen las razones trigonométricas de la tangente y la secante (reciproca del coseno) del angulo

0 con las longitudes del triangulo OQP. Nota: El Gnico punto que permite movimiento sobre la

circunferencia de radio 1, es el punto P (color azul).
Siga las instrucciones y responda las preguntas:
1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente (solo hasta maximo
0 =90"). Observe lo que sucede con las partes (angulos y lados) de los dos triangulos
rectangulos presentados (OQP y OAR), y discuta con su companero, para responder:
¢Qué tienen en comun los dos triangulos? ;Qué pueden concluir acerca de los dos
triangulos? ¢ Con qué criterio lo justifica? ;Son proporcionales los lados respectivos?
2. Para cualquier angulo agudo 0, registre la informacion pedida, luego responda: 6 = ;?
P=(2,47) QP=.:7 0Q=.,7? OP=457 R=(7,:7) AR=.7 OA=.7?
OR=,? Tan® =47 Sec0=,7
a. ;Como es la medida del segmento AR, con respecto al valor de la razén tangente
para el angulo agudo 67

b. ¢(Como es la medida del segmento OR, con respecto al valor de la razén secante para
el angulo agudo 07

c. Plantee una proporcién con los segmentos respectivos de los triangulos OQP y OAR
para demostrar lo que respondio en la pregunta 2.a.

d. Plantee una proporcion con los segmentos respectivos de los triangulos OQP y OAR
para demostrar lo que respondié en la pregunta 2.b.

N\
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Version | Fecha formato: ) -
SANTIAGO Pagina2de2 | LD-FR-108 LICEO
‘ DE CALI 01 08/01/72014 DEPARTAMENTAL
/ SEGUNDA PARTE h

De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:

1. Para cualquier angulo 0 sobre el circulo unitario, se obtiene un triangulo rectangulo OAR,
usando las rectas secante y tangente vertical al mismo circulo, por lo tanto si se le aplica
el teorema de Pitagoras, usando las longitudes del cateto fijo (OA), del cateto variable
(AR) y el valor de la hipotenusa variable (OR), la férmula quedaria:

2. Asipues, de acuerdo a las respuestas a y b de la pregunta 2 en la Primera Parte, usando
las razones trigonométricas (Tano y Seco), la formula del teorema de Pitadgoras se puede
reescribir, quedando:

Nota: Si respondiste en forma correcta, la formula que acabas de obtener en el punto 2,
corresponde a ofra de las “Identidades Pitagoricas”. Como la que verificamos en la
Actividad 2 de la semana anterior.

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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SEGUNDA PARTE

De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:
1.

Para cualquier angulo 6 sobre el circulo unitario, se obtiene un tridngulo rectangulo
OAR, usando las rectas secante y tangente vertical al mismo circulo, por lo tanto si se le
aplica el teorema de Pitagoras, usando las longitudes del cateto fijo (OA), del cateto
variable (AR) y el valor de la hipotenusa variable (OR), la formula quedaria:

(ot -Gap=1

Asi pues, de acuerdo a las respuestas a y b de la pregunta 2 en la Primera Parte,

usando las razones trigonométricas (Tan® y Secd), la férmula del teorema de Pitagoras |

se puede reescribir, quedando: 1 Y / e
(Tore)*- (5ee)®=1 ° i

Nota: Si respondiste en forma correcta, la férmula que acabas de obtener en el punto 2,
corresponde a otra de las “Identidades Pitagéricas”. Como la que verificamos en la

Actividad 2 de la semana anterior.

Edward Antonio Benavides R.

Lic. en Matematicas y Fisica

J




Anexo J. Guiataller de Actividad 4

171

. GUIAS, TALLERES, EXAMENES {’1@
Versién | Fecha formato: ) o
SANTIAGO Pagina1de2 | LD-FR-108 LICEO
DECALI | O1 08/01/2014 DEPARTAMENTAL

ACTIVIDAD #4: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO lil - 2019

Estudiantes: Fecha:

\

A

'PRIMERA PARTE
El archivo Geogebra Actividad 4.ggb presenta dos triangulos rectangulos OQP y OBR, (las
medidas de sus catetos son observables en las coordenadas de los P y R, respectivamente). En
ellos se da la medida del angulo agudo formado en el vértice O, que se llamara 0 (en grados con
dos cifras decimales). Note que el punto R esta en la interseccion de la recta secante (recta verde
que atraviesa el circulo unitario por el punto P) con la recta tangente horizontal (recta roja que
toca al circulo unitario en el punto B). Ademas, a la derecha, se tienen las razones trigonométricas
de la cotangente (reciproca de la tangente) y la cosecante (reciproca del seno) del angulo 6 con
las longitudes del triangulo OPQ. Nota: El Gnico punto que permite movimiento sobre la
circunferencia de radio 1, es el punto P (color azul).

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente (solo hasta maximo
0 =90"). Observe lo que sucede con las partes (angulos y lados) de los dos triangulos
rectangulos presentados (OQP y OBR), y discuta con su companero, para responder:
¢Qué tienen en comun los dos triangulos? ;Qué pueden concluir acerca de los dos
triangulos? ¢ Con qué criterio lo justifica? ;Son proporcionales los lados respectivos?

2. Para cualquier angulo agudo 0, registre la informacion pedida, luego responda: 6 = ;?
P=(22,47) QP=:7 0Q=4?7 OP=:?7 R=(37,.7) BR=;?7 OB=.,7?
OR=,? Coto=4? CscO=,7?

a. ;Como es la medida del segmento BR, con respecto al valor de la razén cotangente
para el angulo agudo 67

b. ¢Como es la medida del segmento OR, con respecto al valor de la razon cosecante
para el angulo agudo 07

c. Plantee una proporcién con los segmentos respectivos de los tridangulos OQP y OBR
para demostrar lo que respondio en la pregunta a.

d. Plantee una proporcion con los segmentos respectivos de los triangulos OQP y OBR
para demostrar lo que respondié en la pregunta b.

N\
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@

Versién | Fecha formato: ) o
SANTIAGO Pagina2de2 | LD-FR-108 LICEO
‘ DE CALI 01 08/01/72014 DEPARTAMENTAL
 SEGUNDA PARTE

De acuerdo a las conclusiones de la Primera Parte, analice y complete:
1. Para cualquier angulo 0 sobre el circulo unitario, se obtiene un triangulo rectangulo OBR,
usando las rectas secante y tangente horizontal al mismo circulo, por lo tanto si se le
aplica el teorema de Pitdgoras, usando las longitudes del cateto fijo (OB), del cateto

variable (BR) y el valor de la hipotenusa variable (OR), la formula quedaria:

2. Asipues, de acuerdo a las respuestas a y b de la pregunta 2 en la Primera Parte, usando
las razones trigonométricas (Cot0 y Csci), la formula del teorema de Pitagoras se puede
reescribir, quedando:

Nota: Si respondiste en forma correcta, la formula que acabas de obtener en el punto 2,
corresponde a otra de las “identidades Pitagéricas”. Como la que verificamos en las

Actividades 2 y 3 de las semanas anteriores.

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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' ACTIVIDAD #5: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO Iii - 2019
Estudiantes: Fecha:
\
'PRIMERA PARTE A

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

El archivo Geogebra Actividad 5.ggb presenta dos planos cartesianos XY relacionados entre si.
En el plano cartesiano de la izquierda se tiene un circulo de radio uno (1 unidad) y se destaca un
punto P sobre dicho circulo que al moverio genera un angulo cuya medida se ve en grados. En
el plano cartesiano de la derecha se presentan cuatro separaciones iguales en el eje X cada 90°
(n/2 rad), y se destaca un punto rojo que se desplaza automaticamente cuando se mueve el punto
P del circulo unitario, dejando un rastro.

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente sobre el circulo
unitario y analice lo que sucede con el angulo en grados y el segmento rojo que se ve
sobre el eje Y. ;A qué razon trigonométrica corresponde la longitud de dicha linea roja?

2. Mueva el punto P hasta el angulo de 0° (0 rad), y registre el valor del Seno:
Sen0'=____

3. Mueva el punto P hasta el angulo de 90° (=/2 rad), y registre el valor del Seno:
Sen90°=__

4. Mueva el punto P hasta el angulo de 180" (x rad), y registre el valor del Seno:

Sen 180"= _____ .

5. Mueva el punto P hasta el angulo de 270" (3/2 rad), y registre el valor del Seno:
Sen270"=____ .

6. Mueva el punto P hasta el angulo de 360" (2x rad), y registre el valor del Seno:

Sen 360"=

7. ¢Qué sucede en el plano cartesiano de la derecha a medida que se van haciendo los
movimientos en el punto P del circulo unitario? Describa lo que observa.
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El plano cartesiano de la derecha presenta la grafica de la funcion trigonométrica seno, en la que
se tiene como variable independiente sobre el eje X los valores de los angulos que se generan al
girar el punto P sobre el circulo unitario (estos valores estan entre 0° y 360°), y la variable
dependiente sobre el eje Y son las medidas del segmento rojo. A continuacién vamos a analizar
las caracteristicas de la funcion seno de acuerdo a lo que se observa en su curva trazada:

1. Observe la curva que se forma con el rastro del punto rojo en el plano cartesiano de la
derecha, ¢la curva siempre es continia?

2. El dominio de una funcion se determina por los valores en el eje X en los cuales la funcion
existe. De acuerdo a la respuesta anterior ;cual es el dominio de la funcion seno?

3. Se dice que un punto es un maximo cuando es el mas alto en una curva, y que es un
minimo si es el mas bajo. Escriba las coordenadas del punto maximo y del punto minimo
para la funcién seno.

4. El rango de una funcidon se determina tomando los valores del eje Y en los cuales la
funcion abarca desde su punto mas bajo hasta el mas alto. De acuerdo a la respuesta
anterior ;cual es el rango de la funcién seno?

5. Una funcién es creciente si de izquierda a derecha se observa que su gréafica va subiendo,
y se dice que es decreciente si de izquierda a derecha la curva va hacia abajo. Observe
la grafica y responda: (En qué intervalos la funcion seno es creciente y en cual es
decreciente?

6. Un plano cartesiano se divide en cuatro zonas por los ejes XY, cada zona se denomina
cuadrante y estos también se pueden definir de acuerdo a los angulos: Cuadrante | (0°-
90°), Cuadrante Il (90" - 180°), Cuadrante lll (180" - 270°) y Cuadrante IV (270" - 360").
¢{En qué cuadrantes la funcion seno tiene valores positivos? ¢En qué cuadrantes la
funcion seno tiene valores negativos?

7. El periodo de una funcion trigonométrica es el valor en el eje x, iniciando desde el origen
(0,0), en el que se vuelve a repetir la misma grafica. ;Cual es el periodo de la funcion
seno?

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO Ill - 2019
Estudiantes: Fecha:
\ J
'PRIMERA PARTE )

El archivo Geogebra Actividad 6.ggb presenta dos planos cartesianos XY relacionados entre si.
En el plano cartesiano de la izquierda se tiene un circulo de radio uno (1 unidad) y se destaca un
punto P sobre dicho circulo que al moverio genera un angulo cuya medida se ve en grados. En
el plano cartesiano de la derecha se presentan cuatro separaciones iguales en el eje X cada 90°
(n/2 rad), y se destaca un punto azul que se desplaza automaticamente cuando se mueve el
punto P del circulo unitario, dejando un rastro.

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente sobre el circulo
unitario y analice lo que sucede con el angulo en grados y el segmento azul que se ve
sobre el eje X. ;A qué razon trigonométrica corresponde la longitud de dicha linea azul?

2. Mueva el punto P hasta el angulo de 0° (0 rad), y registre el valor del Coseno:
Cos0'=____

3. Mueva el punto P hasta el angulo de 90° (=2 rad), y registre el valor del Coseno:
Cos90°=__

4. Mueva el punto P hasta el angulo de 180" (x rad), y registre el valor del Coseno:

Cos 180°= .

5. Mueva el punto P hasta el angulo de 270" (32/2 rad), y registre el valor del Coseno:
Cos270"= ____ .

6. Mueva el punto P hasta el angulo de 360" (2x rad), y registre el valor del Coseno:

Cos 360"=

7. ¢Qué sucede en el plano cartesiano de la derecha a medida que se van haciendo los

movimientos en el punto P del circulo unitario? Describa lo que observa.
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1.

T

El plano cartesiano de la derecha presenta la grafica de la funcién trigonomeétrica coseno, en la
que se tiene como variable independiente sobre el eje X los valores de los angulos que se generan
al girar el punto P sobre el circulo unitario (estos valores estan entre 0° y 360°), y la variable
dependiente sobre el eje Y son las medidas del segmento azul. A continuacién vamos a analizar
las caracteristicas de la funcion coseno de acuerdo a lo que se observa en su curva trazada:

Observe la curva que se forma con el rastro del punto azul en el plano cartesiano de la
derecha, ;la curva siempre es continia?

El dominio de una funcion se determina por los valores en el eje X en los cuales la funcion
existe. De acuerdo a la respuesta anterior ;cuél es el dominio de la funcion coseno?

Se dice que un punto es un maximo cuando es el mas alto en una curva, y que es un
minimo si es el mas bajo. Escriba las coordenadas del punto maximo y del punto minimo
para la funcion coseno.

El rango de una funcién se determina tomando los valores del eje Y en los cuales la
funcién abarca desde su punto mas bajo hasta el mas alto. De acuerdo a la respuesta
anterior ;cual es el rango de la funcién coseno?

Una funcion es creclente si de izquierda a derecha se observa que su grafica va subiendo,
y se dice que es decreciente si de izquierda a derecha la curva va hacia abajo. Observe
la grifica y responda: jEn qué intervalos la funcion coseno es creciente y en cual es
decreciente?

Un plano cartesiano se divide en cuatro zonas por los ejes XY, cada zona se denomina
cuadrante y estos también se pueden definir de acuerdo a los angulos: Cuadrante | (0°-
90°), Cuadrante Il (90" - 180°), Cuadrante Ill (180" - 270°) y Cuadrante IV (270" - 360°).
¢En qué cuadrantes la funcion coseno tiene valores positivos? (En qué cuadrantes la
funcién coseno tiene valores negativos?

El periodo de una funcion trigonométrica es el valor en el eje x, en el que se vuelve a
repetir la misma grafica. ;Cual es el periodo de la funcion coseno?

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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ACTIVIDAD #7: “RAZONES TRIGONOMETRICAS”
MATEMATICAS, GRADO 10°- .  PERIODO lil - 2019

Estudiantes: Fecha:

A

'PRIMERA PARTE

El archivo Geogebra Actividad 7.ggb presenta dos planos cartesianos XY relacionados entre si.
En el plano cartesiano de la izquierda se tiene un circulo de radio uno (1 unidad) y se destaca un
punto P sobre dicho circulo que al moverio genera un angulo cuya medida se ve en grados. En
el plano cartesiano de la derecha se presentan cuatro separaciones iguales en el eje X cada 90°
(n/2 rad), y se destaca un punto violeta que se desplaza automaticamente cuando se mueve el
punto P del circulo unitario, dejando un rastro.

Siga las instrucciones y responda las preguntas:

1. Con el puntero del mouse seleccione el punto P y muévalo libremente sobre el circulo
unitario y analice lo que sucede con el angulo en grados y el segmento violeta que se ve
sobre la recta punteada (tangente al circulo). ;A qué razon trigonométrica corresponde la
longitud de dicha linea violeta?

2. Mueva el punto P hasta el angulo de 0° (0 rad), y registre el valor de la Tangente:
Tan0'=___ .

3. Mueva el punto P hasta el angulo de 90° (=/2 rad), y registre el valor de la Tangente:
Tan90"=___

4. Mueva el punto P hasta el angulo de 180" (x rad), y registre el valor de la Tangente:
Tan 180°=

5. Mueva el punto P hasta el angulo de 270" (3/2 rad), y registre el valor de la Tangente:
Tan270"=

6. Mueva el punto P hasta el angulo de 360" (2x rad), y registre el valor de la Tangente:
Tan 360°=

7. ¢Qué sucede en el plano cartesiano de la derecha a medida que se van haciendo los
movimientos en el punto P del circulo unitario? Describa lo que observa.
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El plano cartesiano de la derecha presenta la grafica de la funcion trigonométrica tangente, en la
que se tiene como variable independiente sobre el eje X los valores de los angulos que se generan
al girar el punto P sobre el circulo unitario (estos valores estan entre 0° y 360°), y la variable
dependiente sobre el eje Y son las medidas del segmento violeta. A continuacién vamos a
analizar las caracteristicas de la funcién tangente de acuerdo a lo que se observa en su curva
trazada:

1. Observe la curva que se forma con el rastro del punto violeta en el plano cartesiano de la
derecha, ¢la curva siempre es continia?

2. El dominio de una funcion se determina por los valores en el eje X en los cuales la funcion
existe. De acuerdo a la respuesta anterior ¢ cual es el dominio de la funcion tangente?

3. Se dice que un punto es un maximo cuando es el mas alto en una curva, y que es un
minimo si es el mas bajo. ;Es posible determinar un punto maximo y un punto minimo
en la funcién tangente? Explique.

4. El rango de una funcidon se determina tomando los valores del eje Y en los cuales la
funcion abarca desde su punto mas bajo hasta el mas alto. De acuerdo a la respuesta
anterior ;cual es el rango de la funcién seno?

5. Una funcién es creciente si de izquierda a derecha se observa que su gréafica va subiendo,
y se dice que es decreciente si de izquierda a derecha la curva va hacia abajo. Observe
la gréfica y responda: ;En qué intervalos la funcion tangente es creciente o decreciente?

6. Un plano cartesiano se divide en cuatro zonas por los ejes XY, cada zona se denomina
cuadrante y estos también se pueden definir de acuerdo a los angulos: Cuadrante | (0°-
90°), Cuadrante Il (90" - 180°), Cuadrante lll (180" - 270") y Cuadrante IV (270" - 360°).
¢{En qué cuadrantes la funcién tangente tiene valores positivos? ;En qué cuadrantes la
funcién tangente tiene valores negativos?

7. El periodo de una funcion trigonométrica es el valor en el eje x, en el que se vuelve a
repetir la misma grafica. ;Cual es el periodo de la funcién tangente?

Edward Antonio Benavides R.
Lic. en Matematicas y Fisica
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