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ﬁefacio

El libro Resolucién de problemas de matemdticas con medios digitales, estd com-
puesto por cinco capitulos: (i) los cuatro primeros capitulos son los estados
del arte de cuatro tesis ya sustentadas y aprobadas, en la linea de resolucién
de problemas de matemadticas con medios digitales, los cuales son resultado
del proyecto de investigacién titulado: Competéncia de observar profissional-
mente a prdtica docente: atividades educativas inovadoras para a pritica docente
(competencia para observar profesionalmente la prictica docente: actividades
educativas innovadoras para la prictica docente) con ntimero de identificacion
303456/2021-3. Este proyecto es financiado por el Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico de Brasil (CNPq) (Consejo Na-
cional de Desarrollo Cientifico y Tecnoldgico de Brasil). (ii) El capitulo V del
presente libro es resultado del proyecto: Creencias y Concepciones de profesores
de Educacion Media sobre la mediacion de los recursos pedagdgicos en la enserian-
za y el aprendizaje de las matemdticas, con nimero 05333 de la convocatoria
interna 134-2021 financiado por la Universidad del Valle.

El primer capitulo destaca la resolucién de problemas como un elemento
esencial en el proceso de aprendizaje de las matemadticas, ya que no solo per-
mite aplicar conceptos en contextos variados, sino que también favorece el
desarrollo de procesos centrales del pensamiento matemdtico. Esta estrategia
pedagdgica promueve una participacién activa del estudiante, lo que fomenta
un aprendizaje mds profundo y significativo. Se hace hincapié en la necesidad
de cambiar las practicas educativas tradicionales que priorizan la memorizacién
de procedimientos, para dar paso a un enfoque centrado en la formulacién y
resolucién de problemas, permitiendo a los estudiantes enfrentarse a situacio-
nes reales y contextualizadas. Este cambio busca empoderar a los estudiantes,
fomentando una relacién mds profunda con las matemdticas.

El capitulo también hace un recorrido histérico sobre las investigaciones en
la ensefanza de las matemdticas en las tltimas décadas. Se observa cémo los
enfoques tradicionales, centrados en la instruccién directa y la memorizacién,
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RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS CON MEDIOS DIGITALES

han dado paso a modelos que priorizan la autonomia del estudiante y el
trabajo colaborativo. En lugar de ver las matemdticas como un conjunto de
reglas y procedimientos, se promueve un enfoque que las presenta como una
disciplina dindmica, abierta a la exploracién y la creatividad, conectada con
los desafios del mundo real. Este cambio ha transformado la forma en que las
matemdticas se ensefian y se aprenden, haciendo de ellas una herramienta ttil
para la vida cotidiana.

Un punto destacado en el capitulo I es el impacto de las tecnologias en la
resolucién de problemas matemdticos. Se describe el uso de herramientas como
los Sistemas de Calculo Algebraico (CAS) y los Sistemas de Geometria Dindmica
(DGS), las plataformas colaborativos, los software de procesamiento estadistico,
los simuladores y modeladores, las aplicaciones para trabajar la Gamificacién
y la Inteligencia Artificial, las cuales facilitan la visualizacién de problemas
complejos, la identificacién de patrones y la construccién de conjeturas. Estas
herramientas enriquecen el proceso de aprendizaje, permitiendo a los estu-
diantes experimentar con soluciones y contraejemplos de manera interactiva.
Ademds, promueven la creatividad, la experimentacién y el trabajo colaborativo,
habilidades esenciales en un mundo digitalizado. La tecnologia, por lo tanto,
no solo facilita la comprensién de conceptos matemdticos abstractos, sino que
también potencia las competencias digitales de los estudiantes.

El capitulo II aborda la ensenanza del dlgebra lineal, un 4rea clave pero de-
safiante en la educacién superior. Se destacan los altos indices de reprobacién
en esta materia debido a la abstraccién de conceptos como el espacio vectorial
y la dependencia lineal, y las estrategias pedagdgicas ineficaces. Se presentan
tres enfoques pedagdgicos principales: geométrico, aritmético-analitico y ana-
litico-estructural. El uso de herramientas digitales como los CAS y los DGS ha
transformado el aprendizaje de esta asignatura, reduciendo la carga de célculos
manuales y permitiendo que los estudiantes se enfoquen en conceptos mds
avanzados. Estas tecnologias permiten explorar las matemdticas de manera mds
interactiva y visual, lo que facilita la comprensiéon de conceptos fundamentales
y mejora las competencias tecnolégicas.

El capitulo III se centra en la resolucién de problemas de probabilidad
utilizando medios digitales, destacando cémo las creencias de los estudiantes
influyen en su razonamiento. Se observa que las creencias erréneas pueden ac-
tuar como barreras cognitivas, dificultando la resolucién efectiva de problemas
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de probabilidad. El uso de herramientas digitales como los CAS y los DGS
facilita la ensenanza de la probabilidad, ofreciendo representaciones visuales
que ayudan a los estudiantes a comprender mejor los conceptos abstractos y
a identificar patrones. Ademds, estas herramientas fomentan el desarrollo de
habilidades tecnoldgicas esenciales y promueven un enfoque mds exploratorio
y basado en la observacién.

El capitulo IV examina los procesos cognitivos involucrados en la generacién
de conjeturas geométricas en entornos de geometria dindmica (DGE). Se analiza
cémo estos entornos permiten a los estudiantes manipular objetos geométricos
de manera interactiva, favoreciendo el proceso de exploracién y deduccién.
La capacidad de los DGE para proporcionar representaciones dindmicas de
figuras geométricas facilita la visualizacién de patrones y la construccién de
conjeturas fundamentadas en la experimentacién. Ademis, se destaca la im-
portancia de integrar la teoria cognitiva en el estudio de estos procesos, ya que
la interaccién entre la visualizacién dindmica y el razonamiento formal abre
nuevas posibilidades en la ensefianza de la geometria.

El capitulo V explora las creencias y concepciones de los profesores sobre la
mediacién de recursos pedagdgicos en la ensenanza de las matematicas. Se revela
una brecha entre lo que los docentes consideran que deberian hacer (segtin
las directrices curriculares) y lo que realmente hacen en la prictica. Algunos
docentes siguen métodos tradicionales que no aprovechan plenamente el po-
tencial de las herramientas pedagdgicas, mientras que otros intentan adaptarse
a enfoques innovadores pero enfrentan obsticulos como la falta de formacién
continua y la presién por cumplir con los estdndares curriculares. Este capi-
tulo subraya la importancia de comprender las creencias y concepciones de
los docentes para disefiar intervenciones formativas que apoyen el desarrollo
profesional y la integracién efectiva de recursos pedagdgicos innovadores en
la ensenanza de las matemadticas.

David Benitez Mojica
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Introduccion

Desde las dos ultimas décadas del siglo XX hasta la fecha, se ha considerado
la resolucién de problemas como elemento primordial en el aprendizaje de las
matemdticas. Desde mediados de los afios ochenta del siglo XX, con los trabajos
de Schoenfeld (1985), vuelven a adquirir vigencia las ideas de Polya (1965)
sobre el papel de la heuristica en la resolucién de problemas.

Por otro lado, el uso de la tecnologfa, en actividades de aprendizaje, tiene
ya una historia de mds de 40 anos. Sin embargo, su incorporacién sistemdtica
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a los sistemas escolares ha sido mucho mds reciente y atin mds lo han sido
los estudios y evaluaciones, que dan cuenta de los resultados de ese proceso.
Desde esta perspectiva, es pertinente emprender trabajos de investigacién que
documenten los efectos que genera el empleo de la tecnologia en la resolucién
de problemas de matemdticas.

En recientes reformas curriculares del programa de matematicas, en el dmbito
preuniversitario, se indican tres aspectos centrales para la investigacién que se
reporta en el presente documento:

a. Seidentifica la resolucién de problemas como una actividad importante para el aprendi-
zaje de las matemdticas. (Schoenfeld, 1992; Alarcén et al., 1994; Santos, 1997; Ministerio
de Educacién Nacional de Colombia (MEN), 1998; National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM), 2000; Boletin Oficial del Estado (BOE), 3 de julio de 2003).

Aprender matemdticas va mds alld de memorizar un conjunto de definiciones,
algoritmos y técnicas para resolver actividades rutinarias. Adicionalmente, debe
propiciarse en el aula un ambiente donde los estudiantes puedan comunicar
sus ideas, hacer preguntas, usar multiples representaciones, hacer conjeturas y
formular contraejemplos.

b. Seindica que uno de los temas importantes en el curriculo de matemdticas, es el estudio
de fenémenos que involucran cambio o variacién y que implican el uso de la modela-
cién. (Hitt, 1997; MEN, 1999; NCTM, 2000; MEN, 2004; Camacho y Santos, 2004;
Santos y Barrera, 2005, Benitez, 2006; Villa eta al., 2018; Borba, 2023; Santos, 2024).

c. Sedestaca la importancia del empleo de la tecnologia en el aprendizaje de los estudian-
tes. (Laborde, 1995, 2000, 2001; Balacheff'y Kaput, 1996; MEN, 1999; Goldenberg,
2000; Santos, 2000; NCTM, 2000; Alarcén et al., 2001; Moreno, 2002a; Benitez,
2006; UNESCO, 2013; MEN, 2014; OCDE, 2015; Moreno, L. y Santos, L.M.,
2016; OCDE, 2015; Moreno, L. y Santos, L.M., 2016 Monroy, 2023; Fajardo, 2023;
Bonelo, 2024).

En este dmbito, el NCTM (2000) identifica el uso de la tecnologia como un
principio esencial que debe darle soporte a las propuestas curriculares:

Las tecnologfas electrdnicas, tales como calculadoras y computadoras, son herramientas
esenciales para ensefar, aprender y “hacer” matemdticas. Ofrecen imdgenes visuales de
Ideas matemdricas, facilitan la organizacion y el andlisis de los datos y hacen cdlculos
en forma eficiente y exacta. Ellas pueden apoyar las investigaciones de los estudian-
tes en todas las dreas de las matemdticas, incluyendo nimeros, medidas, geometria,
estadistica y dlgebra. Cuando los estudiantes disponen de herramientas tecnolégicas,
se pueden concentrar en tomar decisiones, razonar y resolver problemas. (p. 24)
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El uso de la tecnologia, en el aprendizaje de las matematicas, ofrece un
panorama alentador. Sin embargo, los profesores de matemdticas y los investi-
gadores en Educacién Matemadtica deben tomar en consideracién los cambios
que introducen la presencia y la aplicacién de la tecnologia. Balacheff y Kaput
(1996) senalan que esto ha generado un nuevo realismo matemitico. En efecto,
los objetos virtuales que aparecen sobre una pantalla de computadora se pueden
manipular (arrastrar, animar, transferir, colorear) de tal forma que se genera la
sensacién de una existencia casi material.

La resolucién de problemas en el aprendizaje de las
matematicas

La resolucién de problemas se ha destacado como elemento fundamental en el
aprendizaje de las matemdticas, durante las tltimas tres décadas. A continuacion,
se plantean ideas que dan sustento a dicha afirmacidn:

a. La resolucién de problemas ha sido considerada como el corazén de las matemdticas.

En esta direccién Halmos (1980) apunta:

Yo creo que los problemas son el corazén de las matemdticas, yo espero que como maes-
tros, en el aula, en los seminarios y en los libros y articulos que escribamos, le daremos
mayor énfasis y entrenaremos a nuestros estudiantes para que sean mejores propositores’
y resolutores’® de problemas que nosotros. (p. 524).

b. En diferentes reformas curriculares del programa de matemdticas, a nivel preuni-
versitario, se destaca la resolucién de problemas como un aspecto relevante, en el
aprendizaje de esta disciplina. (Schoenfeld, 1992; Santos, 1997; Ministerio de Edu-
cacién Nacional de Colombia, 1998; NCTM, 2000; Alarcén et al., 2001; BOE, 3
de julio de 2003; Niss, 2002; Térner ez al., 2007; Toh ez al., 2023; Niss y Hojgaard,
2024; Santos, 2024).

Por otra parte, aprender matemdticas, mediante la resolucién de problemas, es
una orientacién preponderante en los Principios y Estdndares para la Educacién
Matemidtica (NCTM, 2000). Al respecto, resalta la importancia que tiene el
disefio de problemas, en diferentes contextos, que puedan despertar el interés

1. La palabra propositor se entendera como: persona que propone un problema de mate-
maticas

2. La palabra resolutor significa: persona que resuelve un problema de matematicas.
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de los estudiantes; al mismo tiempo, que ayuden a comprender las nociones
bésicas y a promover procesos de resolucién de problemas, que involucren el
uso de distintas representaciones y la formulacién de conjeturas, entre otras.
Cabe resaltar que tal propuesta sirve de fundamento para el desarrollo de otros
disenos curriculares en varios paises y como fuente inspiradora de muchas
investigaciones.

Los ministerios de educacién, de diversos paises, han formulado recomenda-
ciones que avalan estas directrices. El programa de matemadticas de secundaria,
que viene aplicindose en México desde 1994, propone una ensehanza fun-
damentada en la resolucién de problemas. Acerca de dicho enfoque, Alarcén

et al. (1994) indican:

Un aprendizaje significativo de las matemdticas no puede reducirse a la memorizacién
de hechos, definiciones y teoremas, ni tampoco a la aplicacién mecénica de ciertos
procedimientos. Por el contrario, es necesario que los alumnos aprendan a plantearse y
resolver problemas en situaciones que tengan sentido para ellos y les permitan generar
y comunicar conjeturas. (p.12)

Esta cita recoge, en gran medida, la filosofia del curriculo mexicano para el
nivel de secundaria: critica las practicas de la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas fundamentadas, exclusivamente, en la memorizacién y la meca-
nizacién, y propone al maestro opciones de trabajo en el aula, que contemplan
el desarrollo de aspectos medulares del pensamiento matemdtico, como la
comunicacién y la formulacién de conjeturas.

Ademds del manejo de recursos basicos, como definiciones y teoremas, la
reforma de 1993 propone la adquisicién de procesos medulares del pensamiento
matemdtico, entre los que se encuentran la generacién y la comunicacién de
conjeturas. En esta direccién, la SEP (2001) plantea:

La reforma de 1993 establecié como orientacién central la necesidad de concentrar
el curriculo y los materiales en la adquisicion de habilidades intelectuales bésicas y
conocimientos fundamentales, que constituyen el fundamento de todo aprendizaje

posterior y la introduccién de nuevas formas de trabajo en el aula que favorecen el
aprendizaje participativo y la comprensién en los contenidos. (p. 114)

El Ministerio de Educacién Nacional en Colombia (MEN 1998) ha ela-
borado los Lineamientos Curriculares de Matemdticas, los cuales constituyen
un material para los maestros de educacién bdsica y media (equivalente a los
niveles de primaria, secundaria y preparatoria en México). El documento es una
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gufa de los procesos de transformacién curricular que vive ese pais: se propone
una Educacién Matemdtica que propicie aprendizajes de mayor alcance y mds
duraderos que los tradicionales; que no solo hagan énfasis en el aprendizaje
de conceptos, teoremas y algoritmos, sino que le den valor real a los procesos
generales del pensamiento, tales como la comunicacién, la modelacién, la com-
paracién y desarrollo de procedimientos, el planteamiento y la resolucién de
problemas. Sobre esto tltimo afirma “para lograr las metas propuestas sobre la
resolucién de problemas, los estudiantes tienen que discutir sus ideas, negociar,
especular sobre posibles ejemplos y contraejemplos que ayuden a confirmar o
a desaprobar sus ideas” (MEN, 1998, p. 77).

Esta idea hace explicita una concepcién del aprendizaje de las matemdticas
como un proceso activo, resultado de una compleja red de relaciones e interac-
ciones de los estudiantes entre si y con el profesor. Se fomenta la participacién,
la libre expresién y la discusién entre los asistentes al aula, alejando de manera
paralela las viejas creencias que marginaban la participacién de los estudiantes
y la relegaban a un papel pasivo.

La NCTM (2000) presenté el documento Principles and Standards for
School Mathematics, que comprende seis estaindares de contenido, (ntimeros
y operaciones; patrones, funciones y dlgebra; geometria y sentido espacial;
medicién, andlisis de datos; estadistica y probabilidad) y cinco estdndares
que describen los procesos matemadticos del quehacer de la disciplina, (reso-
lucién de problemas, razonamiento y prueba, comunicacién, conexiones y
representaciones), los cuales deben ser desarrollados por los estudiantes en sus
experiencias de aprendizaje. Los Principios y Estindares para la Educacién
Matemadtica (NCTM, 2000) tienen la intencién de construir un fundamento
para los procesos de instruccidn, en el aula de matemdticas, donde se refleja el
quehacer de la disciplina. Para ello, resulta indispensable reflexionar sobre las
siguientes preguntas: ;Qué caracteristicas debe tener la instruccién matemdtica
para propiciar experiencias que incidan en el aprendizaje de los estudiantes?
:Qué contenidos y procesos matemdticos deben aprender?

La NCTM (2000) afirma que la habilidad para resolver problemas, no solo es
un propésito para el aprendizaje de las matemdticas, sino también es el medio
principal de conseguirlo. También asevera que el curriculo desde la primaria
hasta la preparatoria, debe permitir para que todos los estudiantes:

13
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Los problemas de ensenanza de todas las etapas deberfan capacitar a todos los estu-
diantes para:

* Construir nuevos conocimientos a través de la resolucién de problemas
* Resolver problemas que surjan de las matemdticas y de otros contextos
* Aplicar y adaptar diversas estrategias para resolver problemas

* Controlar el proceso de resolucién de problemas y reflexionar sobre él. (p. 57)

Desde esta perspectiva, se concibe la resolucién de problemas como una parte
integral del curriculo y no como un segmento aislado. Dicho en otros términos,
el estdndar de resolucién de problemas es el hilo conductor e integrador de los
estandares de contenido y de procesos matemdticos.

Las recientes reformas al curriculo espafiol hacen énfasis en que la resolu-
cién de problemas debe contemplarse como una préctica habitual integrada
en todas las facetas del proceso de aprendizaje de las matemdticas (BOE, 3 de
julio de 2003).

Sobre el quehacer matematico en la experiencia escolar

La resolucién de problemas ofrece una alternativa que permite visualizar, bajo
un enfoque dindmico, el proceso de aprendizaje. Asimismo, se cuestiona la
aceptacién de las matemdticas como un conjunto de hechos, algoritmos y
procedimientos que el estudiante deba aprender de memoria. Desde este en-
foque, los alumnos estdn en plena actividad: hacen preguntas, transforman el
problema, debaten, conjeturan y formulan contraejemplos.
Al respecto, Schoenfeld (1992) discute el papel de la resolucién de problemas

en el desarrollo del pensamiento matemdtico, afirmando:

Para aprender matemdticas se deben conocer las reglas del lenguaje de las Matemd-

ticas; es importante para lograr la motivacién, que los estudiantes vayan mds alld

de la expresién de tales reglas. Esta transformacién sugiere cambios en el contenido

curricular y en el estilo de instruccién que involucran: buscar soluciones, no sélo

memorizar procedimientos; explorar modelos, no sélo memorizar férmulas; formular
conjeturas, no sélo hacer ejercicios. (p. 335)

14
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Los participantes en el estudio que nos ocupa, tuvieron experiencias de
aprendizaje que inclufan actividades propias del quehacer matemadtico. Para
darle sustento a este enunciado se presentan las siguientes ideas:

a. Es posible propiciar un ambiente de instruccién, donde los estudiantes desarrollen aspec-
tos esenciales relacionados con el quehacer de la disciplina (Estrada, 1998; Goldenberg
y Cuoco, 1997; Benitez, 20006).

b. Cuando se reflexiona sobre la pregunta: ;Qué significa pensar matemdticamente?, surgen
algunas creencias acerca de esta disciplina; posiblemente salgan a flote las experiencias
como estudiantes, como profesores y como investigadores.

Al respecto, Polya (1966) asegura:

Las matemdticas tienen muchos aspectos. Para muchos estudiantes las matemadticas
las pueden ver como un conjunto de reglas rigidas, algunas de las cuales se aprenden
de memoria antes de los exdmenes finales, y todas ellas se pueden olvidar después.
Para algunos maestros las matemdticas son un sistema riguroso de pruebas que,
no obstante, hay que abstenerse de presentarlas en clase, presentando, en cambio,
alguna ilustracién del teorema. Para el matemdtico activamente interesado en la
investigacidn las matemdticas pueden parecer un rompecabezas: usted tiene que
intuir un teorema matemdtico antes de probarlo, intuir la idea la prueba antes de

realizarla en detalle. (p. 464)

c. Paralelamente, pueden surgir preguntas como: ;Cudles son las actividades sobresalientes
g g ¢
que desempefa un matemdtico en el ejercicio de su profesién? ;Cudles de estas actividades
estdn presentes en el ejercicio de la matemdtica escolar?

Con la misma 6ptica, Santos (2003a) escribe:

Una meta fundamental del aprendizaje de las matemdticas es que durante sus expe-
riencias los estudiantes desarrollen una disposicidn y apreciacién para participar en
actividades propias del quehacer matemdtico. En este contexto, es importante que
aprendan a resolver y formular problemas en los que puedan aplicar estrategias y
representaciones diversas, que les permitan examinar soluciones y relaciones desde

diferentes dngulos. (p. 316)

En el mismo tenor, (Goldenberg y Cuoco 1997; Goldenberg, 1996; Cuoco,
et, al., 1996 ; Dick y Hollebrands, 2011 ; Schoenfeld, 2022) indican que cada
curso o experiencia académica, en la escuela, se debe utilizar como oportu-
nidad para ayudar a los estudiantes a desarrollar lo que denominan hébitos
generales del pensamiento matemdtico. Afiaden que los estudiantes deben ser
constructores de patrones, experimentadores, comunicadores de ideas, capaces
de visualizar una idea matemdtica y constructores de conjeturas.
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La NCTM (2000) recomienda que el razonamiento y demostracién sean
una parte del plan de estudios de las matemadticas, en todos los niveles, desde
el preescolar hasta el grado 12. En detalle, se precisa que los estudiantes deben
tener la capacidad de:

* reconocer el razonamiento y la prueba como los aspectos fundamentales de las mate-

madticas;

* formular e investigar conjeturas matemadticas;

¢ desarrollar y evaluar argumentos matemdticos y demostraciones;

* seleccionar y usar varios tipos de razonamiento y de métodos de demostracion. (p. 61)

Evolucion de las investigaciones en el campo de la
Resolucién de problemas

El desarrollo que ha tenido el drea de investigacién en la resolucién de pro-
blemas, ha sido objeto de diversos estudios (Lester y Kehle, 2003; Santos y
Barrera, 2005; Santos, 2023; Santos, 2024). En la siguiente tabla se puede ver
un resumen de las tendencias de investigacién a lo largo del tiempo, asi como
los temas centrales de interés y la metodologia aplicada por los autores:

Tabla 1.

Tendencias de investigacion en resolucion de problemas

AROS Enfasis de la investigacion en Metodologia de la
la resolucion de problemas investigacion
1970-1982  Identificacién de caracteristicas de Andlisis estadistico de regresion,
resolutores exitosos, el entrenamiento de “experimentos de ensefianza’.
heuristicas.

1978-1985  Comparacion del desempenio de resolutores  Estudio de casos, andlisis de
€xitosos y no exitosos (expertos vs. novatos); ~ protocolos.
entrenamiento en estrategias

1982-1990  Metacognicion; relacién de afectos Estudio de casos, andlisis de
y creencias en la resolucién de protocolos.
problemas; entrenamiento en estrategias
metacognitivas.
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Enfasis de la investigacion en

Metodologia de la

ARos - . . -
la resolucion de problemas investigacion
1990-1995  Influencia social, resolucién de problemas Meétodos Etnograficos.
en contexto (problemas situados).
1995-2000  Descripcién de uso de multiples Estudio de casos, andlisis de
representaciones en la resolucion de protocolos.
problemas.
2000-2005  Influencia de la modelacién en el desarrollo  Estudio de casos, analisis de
de herramientas conceptuales usadas en la protocolos.
solucién de familias de problemas.
2006-2010  Uso de estrategias heuristicas y anilisis de casos, observacién de
estructuracion de problemas. aulas, y entrevistas con estudiantes y
profesores
2011-2015  Integracién de herramientas digitales y Disefos experimentales y estudios
resolucién de problemas abiertos mixtos para evaluar el impacto de
tecnologfas digitales y problemas no
rutinarios
2016-2020  Pensamiento critico y razonamiento légico  Enfoques cuantitativos con uso de
en contextos interdisciplinarios. andlisis estadistico y estudios de
disefio participativo con profesores
para construir materiales
2021-2024  Resolucion de problemas apoyada por Estudios longitudinales y andlisis

inteligencia artificial y aprendizaje
adaprativo

de datos masivos (Big Data) para
comprender patrones de aprendizaje
y personalizar experiencias

Fuente: Elaboracién Propia

Santos y Barrera (2005) deliberan sobre las actividades o problemas que

ayudan a explorar, promover y documentar acerca del aprendizaje de los es-

tudiantes. Estos autores presentan un resumen de las caracteristicas asociadas

con tres perspectivas de investigacion, a saber: la resolucién de problemas, las

representaciones y la modelacién:
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Tabla 2.

Caracteristicas asociadas a tres perspectivas de investigacion

, Procesos
. - Tipo de Entornos de .
Perspectivas Caracteristicas Ny o Evaluacion
actividades .. aprendizaje
aprendizaje
. El sal6n de Solucién de
Relacién directa . .
. Dimensiones clases es un problemas no
entre las précticas . . .
P . en la resolucién  microcosmo rutinarios.

matemdticas y el Actividades

Resolucién de
problemas

Representaciones

Modelos -
Modelacién

aprendizaje de
los estudiantes.
El pensamiento

matematico involucra

la formulacién de

preguntas, COIlj eturas,

relaciones y uso de
distintos tipos de
argumento.

Distincién entre los
objetos matemdticos y
sus representaciones.

El pensamiento
matemdtico es

expresado a través de
sistemas semidticos de

representacion.

Las matemdticas
son un sistema de

relaciones usadas para
entender y construir
sentido de diferentes

problemas.

no rutinarias
que pueden ser
desarrolladas
durante el
tiempo de clase,
en tareas para la
casa y proyectos.

Actividades que
involucran el

uso de multiples
representaciones.

Las actividades
se construyen
en diferentes
contextos.

de problemas:
Dominio de
conocimientos,
Estrategias
cognitivas.
Estrategias
metacognitivas
y el sistema de
creencias.

Transito de una
representacion a
otra.
Operaciones en
cada registro.

El aprendizaje
involucra la
construccion
de modelos
conceptuales.

matematico. El
salén de clases
de matemdticas
contiene una
comunidad de
pequeiios grupos
que participan

y discuten y el
instructor es un
moderador.

El entorno

de resolucién

de problemas
promueve la
construccién de
representaciones
de ideas
matemdticas y sus
conexiones.

El ambiente

de aprendizaje
se desarrolla
alrededor de la
construccién de
modelos.

Las competencias
matemdticas de
los estudiantes
involucran:
conjeturar,
representar,
formular
preguntas,
comunicar.

Observar que el
estudiante elabora
conexiones entre
los registros.
Reconocer

que un mismo
objeto puede
tener diferentes
representaciones.

Desarrollar
herramientas
conceptuales
que son usadas
en la solucién
de familias de
problemas.

Para ilustrar las conexiones entre estas tres perspectivas, Santos y Barrera

(2002) trabajan un problema situado en un contexto hipotético donde el

modelo del fenémeno se examina usando representaciones multiples, distintos

recursos matemadticos y estrategias heuristicas.

Lester y Kehle (2003) senalan que la investigacién, en torno a la resolucién

de problemas, estd lejos de concluir, pues poco se sabe sobre el aprendizaje en
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ambientes matemdticamente propicios. Se sugiere, en consecuencia, que este
topico debe ser un punto importante dentro de las agendas de investigacién.

Atendiendo dicha orientacién, De Olaizola y Santos (2004) investigan acerca
del desempeno de los estudiantes con respecto a problemas sin solucidn, esto es,
situaciones problemadticas en donde deben reconocer que no es posible hacer o
encontrar lo que se les pide y en las cuales deben construir relaciones generales.

Santosy Barrera (2005) preguntan si el uso de la tecnologia, en la resolucién
de problemas, demanda una reorganizacién de los principios, para explicar el
desarrollo de las competencias matemidticas de los alumnos. Los mismos au-
tores, reconocen que el uso de diferentes herramientas puede ofrecer distintas
posibilidades de interaccién, con las actividades matemdticas. Desde este punto
de vista, es necesario realizar estudios de investigaciéon que generen nuevos
conocimientos, sobre el proceso de resolucién de problemas de matemiticas,
apoyados con tecnologia.

La presente investigacién se propone encontrar las caracteristicas del proceso
de solucién de problemas, disefados en diferentes contextos, cuando el reso-
lutor puede hacer uso del ldpiz y el papel y de las herramientas tecnolégicas.

La importancia de problematizar el estudio de las
matematicas

Un interés prioritario, dentro del estudio, ha sido construir un ambiente de
aula donde se problematice el estudio de las matemdticas. Al respecto, Santos
(1998) escribe:
La responsabilidad del maestro consiste en desarrollar en el salén de clases una co-
munidad donde se problematice el estudio de las matemdticas. En esta comunidad
la actividad central es la discusién de los métodos que puedan ayudar a resolver
los problemas identificados. El analizar la pertinencia de los métodos y evaluar su
potencial particular o general son actividades que ayudan a construir y a mantener
una comunidad social en el salén de clases. (p. 434)

De acuerdo con el anterior enunciado, la discusién de las actividades se dio
en varios niveles: uno individual y otro colectivo; en este tltimo se socializan
las experiencias de cada estudiante, los recursos y las estrategias usadas y la
efectividad de los mismos.
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El uso de la tecnologia en la resolucién de problemas de
matematicas

El mundo de hoy se distingue por la difusion y la apropiacién de la tecnologia
en todos los dmbitos de la vida, asi como por la evolucién de las précticas labo-
rales y ciudadanas, que imponen un extraordinario dinamismo a la sociedad.
En la actual era computacional, los estudiantes acceden con relativa facilidad
al uso de las computadoras.

Para atender los nuevos requerimientos, los investigadores en Educacién
Matemitica deben proponer y desarrollar proyectos de investigacién donde
se documenten las potencialidades y los riesgos del uso de la tecnologfa, en la
resolucién de problemas de matemdticas. La aplicacién de la tecnologia como
herramienta para la resolucién de problemas, es una caracteristica sobresaliente
del estudio que se reporta en el presente documento. El uso de estas herramientas
puede coadyuvar al aprendizaje de las matematicas.

Al igual que en la resolucién de problemas, las reformas a los programas de
matemdticas contemplan el uso de la tecnologia en el aula. Al respecto, Alarcén,
et al. (2001b) recomiendan:

La calculadora es una potente herramienta de cdlculo que se utiliza con mucha
frecuencia fuera de la escuela, y que puede ser usada por el profesor como un
ambiente para plantear diversas actividades y problemas. Por ejemplo, el profesor
puede plantear problemas interesantes y juegos con algunas restricciones, para
que los estudiantes reflexionen sobre las operaciones bésicas y exploren propie-
dades de los niimeros. En otros casos la calculadora favorece que los estudiantes
se centren en los procesos de resolucién de un problema mds que en los cdlculos
mismos; descubran patrones en sucesiones numéricas; verifiquen sus resultados
de manera inmediata. En otras palabras, la calculadora puede ser utilizada para
retroalimentar el aprendizaje, profundizar algunas nociones y desarrollar ciertas

habilidades. (p. 20)

Esta sugerencia constituye una apertura en el uso de la tecnologia dentro del
aula de matemdticas, asociada con la tendencia de resolucién de problemas.
Asimismo, propone usar las herramientas tecnoldgicas para abrir nuevas posi-
bilidades de aprendizaje y no como un simple tutorial, en donde el alumno se
encuentre con situaciones que no le permitan explorar problemas.
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Por otra parte, la modificacién de los programas de estudio de matemdti-
cas en Colombia contempla el uso de las nuevas tecnologias, afirmando que
“el computador hace posible que férmulas, tablas de nimeros y gréficas se
enlacen rdpidamente. Cambiar una representacién y ver los cambios en las
otras, ayuda a los estudiantes a comprender las relaciones entre ellas” (MEN,
1999, p. 35).

Esta renovacién curricular impulsada por el MEN (1999) plantea la idea
de que la tecnologia amplia el campo de indagacién sobre el cual actiian las
estructuras cognitivas, que enriquecen y transforman el curriculo. El empleo de
la tecnologia es un aspecto importante en la instruccién matemdtica (NCTM,
2000). Con ese propdsito, escribe el Principio Tecnoldgico, el cual afirma:
“la tecnologia es esencial en la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas.
Influye en las matemdticas que se ensefian y ayuda al aprendizaje de los estu-
diantes” (p. 30).

El Principio Tecnolégico es un eje central del presente estudio. Por otra
parte, en la reciente reforma al curriculo espafol se hace énfasis en que la cal-
culadora, y ciertos programas informdticos, son recursos de primer orden en
la investigacién y el andlisis de propiedades numéricas y graficas, por lo cual
debe potenciarse su empleo (BOE, 3 de julio de 2003).

Por tal motivo la investigacién que se reporta en el presente documento in-
corpora el uso de tres programas de soffware: Cabri, Excel y Calculadora TI-92
Plus. El uso de distintas herramientas puede coadyuvar a que los estudiantes
visualicen e identifiquen propiedades y relaciones que tradicionalmente apa-
recen en diferentes dreas de las matemadticas, como el cdlculo, la geometria y la
aritmética. Cada herramienta tiene sus propias potencialidades: Cabri puede
auxiliar en los acercamientos geométricos de la solucién de un problema; la
fortaleza de Excel radica en la manipulacién numérica de datos, mientras que
la calculadora TI-92 Plus permite la manipulacién simbdlica y gréfica de la
informacién. La discusién de un problema usando distintas herramientas tec-
nolégicas brinda diferentes opciones para enriquecer la solucién.

También el acceso a distintas herramientas de apoyo, en la solucién de un
problema, facilita al estudiante hacer un andlisis sobre las potencialidades que
ofrece cada una y tomar la decisién de cudl utilizar.
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El uso de Software de Geometria Dinamica

Los softwares de geometria dindmica (DGS, por sus siglas en inglés) son he-
rramientas educativas disenadas para explorar y comprender conceptos y pro-
piedades matemadticas, a través de construcciones interactivas y manipulaciones
visuales en tiempo real. Su implementacién en el aula ha sido ampliamente
estudiada, destacando beneficios como el fortalecimiento de las habilidades de
visualizacidn, la construccién de conjeturas, y el desarrollo de razonamientos
deductivos.

a. Cabri. En la década de los afios 80 y 90 del siglo pasado e inicios del
presente siglo, el Software denominado Cabri (Baulac, Bellemain y Laborde,
1988) jugd un papel muy importante en la ensenanza, el aprendizaje de las
matemdticas y en la investigacién educativa. La utilizacién sistemdtica de este
software, les permite a los estudiantes construir, explorar, visualizar y manipular
en forma directa las figuras geométricas. Un seguimiento de los cambios que se
producen en la transformacién de los objetos geométricos, puede conducir ala
busqueda de patrones y a la construccién de conjeturas. Marrades y Gutiérrez
(2000), sehalan:

Los software de geometria dindmica ayudan a crear un ambiente de aprendizaje don-
de los estudiantes pueden experimentar, observar la permanencia de las propiedades
matemdticas, y verificar las conjeturas mucho mds fécilmente que en otros ambientes
computacionales y que en el entorno de ldpiz y papel. (p. 95)

El empleo de Cabri permite a los alumnos la transformacién de las figuras
en tiempo real, de modo que después de hacer una construccién es posible
mover libremente ciertos componentes de un dibujo y observar cémo se van
transformando otros. Mientras que los elementos libres se mueven en el do-
minio en el cual existen, el soffware mantiene todas las relaciones que fueron
especificadas, como atributos esenciales de la construccién original.

b. GeoGebra es un un micromundo computaciénal de la familia de los
software dindmicos de matemdticas disenado para el aprendizaje y ensefianza
de diferentes dreas de esta disciplina, como geometria, dlgebra, cdlculo, esta-
distica y andlisis. Combina herramientas numéricas, graficas, algebraicas y de
célculo simbdlico en una sola plataforma interactiva, lo que lo convierte en
un recurso ampliamente utilizado por estudiantes, docentes e investigadores
Algunas caracteristicas tomadas en cuenta para sugerir el uso de GeoGebra
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en la ensefanza, el aprendizaje, la evaluacién y la investigacién en Educacién

Matematica, son los siguientes:

a.

Contiene una interfaz amigable , la cual tiene diferentes vistas: Hoja de célculo, Vista
grafica en 2D y 3D, procesamiento estadistico y de probabilidad, Vista CAS, Vista
Algebraica.

. Permite el abordaje de lineas de contenido y desarrollo de habilidades centrales del

pensamiento matemdtico desde el pre-escolar , hasta el posgrado.

. El software dindmico permite estudiar la deformacién continua de una construccién

geomeétrica, o el lugar geométrico de un cierto objeto, mientras que otros se transforman
de una manera continua.

. El software puede ayudar a los estudiantes a explorar y a construir conjeturas.

Permite hacer simulaciones de los problemas matemdticos, para ayudar a encontrar
relaciones.

Posibilita un acercamiento gréfico a la solucién de problemas de variacién.

. Facilita el empleo de diferentes registros de representacién (graficos, tabulares y alge-

braicos).

. La aproximacién geométrica puede ser importante para relacionar la solucién de un

problema, con diferentes lineas de contenido de la geometria (tridngulos, sistema de
coordenadas cartesianas, ecuacién de una recta, tridngulos semejantes, cénicas, la ecua-
cién cuadrdtica y el teorema de Pitdgoras), con temas de Célculo (variacién, mdximos y
minimos, tendencias, razén de cambio, etc.).

Los DGS como GeoGebra permiten a los estudiantes manipular objetos geométricos
como puntos, lineas y figuras, lo que fomenta la comprensién de conceptos abstractos
a través de experiencias tangibles.

Facilitan la experimentacién y validacién de hipétesis geométricas, lo que estimula el
pensamiento critico y la argumentacién matemdtica

. Ensefianza colaborativa: Estas herramientas fomentan interacciones en el aula, promo-

viendo el aprendizaje colectivo y la discusién de soluciones a problemas geométricos.

El de las hojas de calculo

El profesor tiene la alternativa de trabajar con la hoja electrénica de cdlculo

(Excel) o la vista hoja de cdlculo de Geogebra para propiciar situaciones pro-

blematicas, interesantes para los estudiantes. Por ejemplo, se pueden elaborar
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tablas y graficas para realizar un tratamiento de la informacion ttil para modelar
situaciones problemadticas, construidas en diversos contextos.

Excel sirve de apoyo en la ensenanza de las matematicas, de acuerdo con las
siguientes consideraciones:

a. Es posible designar cantidades especificas o pardmetros para que puedan variarse ficil-
mente y de esta manera estudiar su efecto. Veamos, es posible hacer un disefio para el
estudio de la funcién f{x) = ax* + bx + ¢; modificar los coeficientes a, b y ¢ y analizar qué
efecto produce tal variacién sobre la gréfica. También se puede estudiar la concavidad y
los cortes con los ejes de coordenadas.

b. Permite el empleo de férmulas, para relacionar valores que hay en distintas columnas.

c. La hoja electrénica de cdlculo se puede entender como una matriz. Cada posicién
especifica de la matriz representaria una variable de la situacién o del problema
estudiado. De esta manera, es posible contribuir en el desarrollo del pensamiento
funcional y variacional.

En actividades donde se emplee Excel, los alumnos pueden entender
que para calcular el siguiente término en una sucesién, se usa el término
inmediatamente anterior; esto ayudaria a que comprendieran la nocién de
recursividad.

Un aspecto mds a resaltar es que el Excel ayuda a generar tablas relativa-
mente extensas de datos, lo cual abre la posibilidad de hacer graficas y explorar
tendencias. La discusién de problemas, con ayuda de la hoja electrénica de
célculo, puede servir de plataforma para que el estudiante trabaje sobre algunas
ideas centrales del Célculo como las tendencias, las aproximaciones sucesivas
y el limite. Asimismo, dicho soffware ayuda a:

a. Organizar datos (ordenar, categorizar, generalizar, comparar y resaltar los elementos clave).

b. Identificar e interpretar un conjunto de datos, el mdximo y minimo, variable indepen-
diente, variable dependiente.

c. Resolver problemas que involucren cambio o variacidn.

d. Utilizar representaciones numéricas, graficas y algebraicas de los elementos que inter-
vienen en un problema.

e. Buscar patrones.

f. Estimular la exploracién para responder a preguntas del tipo “qué pasarfa si...”, donde
se cambian las condiciones iniciales del problema.

g. Examinar tendencias desde el punto de vista grafico y numérico.
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El uso de los software tipo CAS

Los software CAS (Computer Algebra System) son programas que facilitan los
célculos simbdélicos y numéricos y permiten obtener representaciones dindmicas
de objetos matemadticos (Camacho y Afonso, 2007). Este tipo de software ayuda
a los estudiantes a evitar la memorizacién de férmulas, pero necesitan tiempo
para consolidar su comprensién conceptual y analizar c6mo se relacionan las
representaciones graficas, algebraicas y numéricas entre si.

Algunos softwares CAS son:

a. MATHEMATICA: es un software de dlgebra computacional y lenguaje de programacién

que se utiliza para resolver problemas en 4reas cientificas, de ingenierfa, matemdticas y
computacionales.

b. MAPLE: es un software orientado al andlisis, exploracidn, visualizacién y resolucién de
y
problemas en campos como las matemdticas, la estadistica, la ingenierfa y las ciencias.

c. Wolfram Alpha: es un motor de busqueda en linea que ofrece respuestas a preguntas
y cédlculos matemadticos.

d. Matrix Calculator: es una calculadora en linea enfocada en la resolucién de ecuaciones
matriciales con soluciones paso a paso.
En sintesis, el uso de diferentes soffwares en la solucién de problemas tiene
varias ventajas:
* Respalda las exploraciones de los estudiantes en diferentes 4dreas de las matemdticas,

utilizando recursos y procedimientos de geometria, cdlculo, 4lgebra y aritmética.

* Permite visualizar las soluciones algebraicas e interpretarlas para tomar decisiones sobre
el ajuste del modelo matemdtico con la situacién problemdtica.

* Admite hacer simulaciones; es decir, plantearse la pregunta ;y qué tal si...?

* Facilita el abordaje de problemas reales o realistas, y sirve como herramienta en el proceso
de construccién y evaluacién de un modelo matemdtico.

Software de Procesamiento Estadistico

Los software de procesamiento estadistico son herramientas informdticas
disenadas para recopilar, analizar, interpretar y visualizar datos estadisticos de
manera eficiente y precisa. Estas herramientas son esenciales en diversos campos
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como la investigacién, la economia, la educacidn, la salud y la ingenieria, ya
que permiten tomar decisiones basadas en datos y respaldadas por evidencia.
Gracias a sus capacidades avanzadas, los software estadisticos facilitan el manejo
de grandes volimenes de datos, permitiendo realizar andlisis desde los niveles
mids bésicos hasta los mds complejos, como modelado predictivo, pruebas de
hipétesis y mineria de datos. El uso de software estadistico es crucial en una
era donde el volumen de datos crece exponencialmente. Estas herramientas no
solo permiten extraer informacidn valiosa de los datos, sino también identificar
patrones, realizar prondsticos y tomar decisiones informadas en tiempo real.
Elegir el software adecuado dependerd de las necesidades especificas de cada
usuario, su nivel de experiencia y el tipo de andlisis requerido.

Alguna ventajas que tiene el uso de software de procesamiento estadistico
son los siguientes:

* Eficiencia: Automatizan cdlculos complejos, reduciendo el tiempo necesario para procesar

grandes cantidades de datos.

* DPrecisién: Disminuyen errores humanos al realizar andlisis estadisticos gracias a su disefio
riguroso y validado.

* Visualizacién: Generan graficos, tablas y reportes que facilitan la comprension de los
datos y los resultados obtenidos.

* Versatilidad: Soportan mdltiples técnicas y métodos estadisticos, incluyendo andlisis
multivariante, series de tiempo y regresiones.

* Reproducibilidad: Permiten guardar scripts o rutinas para replicar andlisis en distintos
conjuntos de datos, fomentando la transparencia y consistencia en los resultados.

* Interoperabilidad: Muchos de estos programas permiten integrarse con otros software o
sistemas, facilitando el intercambio de datos y el andlisis en equipos multidisciplinarios.

Algunas aplicaciones de procesamiento estadistico son las siguientes:

a. SPSS (Statistical Package for the Social Sciences): Software ampliamente utilizado en
ciencias sociales, psicologfa y educacién. Es ideal para realizar andlisis descriptivo, inferen-
cial y modelos predictivos. Su interfaz amigable combina mens desplegables y opciones
de programacién para usuarios avanzados. Permite trabajar con grandes volimenes de
datos y generar gréficos de alta calidad.

b. R: Lenguaje de programacién de cédigo abierto especializado en estadistica y probabili-
dad. Es una herramienta poderosa que soporta un sinnimero de bibliotecas para realizar
andlisis avanzados, como machine learning, mineria de datos y simulacién. Ademds,
permite generar visualizaciones altamente personalizables y de calidad profesional.

26



LA IMPORTANCIA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS

. STATA: Popular en economia, epidemiologia y ciencias sociales. Combina el anilisis
estadistico, la gestién de datos y la generacion de gréficos en una sola plataforma. Su
lenguaje de comandos es intuitivo y permite realizar desde operaciones simples hasta
andlisis complejos, como modelos de regresién multinivel y andlisis de panel.

. SAS (Statistical Analysis System): Un conjunto robusto de herramientas para andlisis
avanzado, mineria de datos y generacién de reportes empresariales. Es ideal para grandes
organizaciones debido a su capacidad de procesamiento masivo y escalabilidad. Incluye
modulos para andlisis predictivo, andlisis de riesgo y simulaciones.

. Excel: Aunque no es un software especializado, es ampliamente utilizado debido a su
accesibilidad. Ofrece herramientas bdsicas de andlisis estadistico, como tablas dindmicas,
funciones estadisticas y generacién de graficos, siendo ideal para usuarios principiantes o
andlisis simples. Asimismo, se pueden hacer simulaciones de un gran niimero de eventos
probabilisticos, con enormes ventajas para el aprendizaje de esta disciplina.

Minitab: Disenado principalmente para la mejora de procesos y la gestién de calidad.
Es popular en industrias que aplican metodologias como Seis Sigma. Su interfaz es muy
intuitiva, lo que facilita el andlisis estadistico bdsico y avanzado, incluyendo andlisis de
varianza (ANOVA), regresiones y control estadistico de calidad.

. Tableau: Aunque se centra mds en la visualizacidon de datos, incluye herramientas esta-
disticas integradas. Es ideal para explorar datos de forma interactiva y crear dashboards
visuales que ayuden a comunicar hallazgos clave.

. JMP: Software desarrollado por SAS, orientado a la exploracién de datos y la estadistica
aplicada. Es conocido por su facilidad para realizar andlisis gréficos interactivos y su
capacidad de modelado predictivo.

Simuladores y Modeladores Matematicos

Los simuladores y modeladores matemdticos son entornos dindmicos que mo-

delan un concepto, relacién, sistema o fenémeno matemdtico y permiten a los

usuarios interactuar con el modelo dentro de ese entorno (Findley, Whitacre

y Hensberry, 2017). El marco de posicionamiento de los simuladores Com-

plementar, Mejorar e Impulsar (SED, por las siglas en inglés de Supplement,

Enhance, Drive) clasifica a los simuladores en relacién a su uso en una leccién
de aprendizaje (Findley, Whitacre y Hensberry, 2017).

* Complementar (Supplement): el simulador actiia como herramienta para hacer la lec-

cién mds precisa o eficiente sin alterar su contenido ni tareas. Se utiliza para verificar
resultados de actividades tradicionales, como graficar lineas tras cdlculos hechos en papel.
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* Mejorar (Enhance): el simulador enriquece las lecciones al integrar funciones exclusivas,
como dindmicas visuales que fomentan la comprensidn, sin modificar el objetivo central.
Sirve como apoyo para reforzar conceptos mediante interaccion guiada.

* Impulsar (Drive): el simulador transforma la leccidn al permitir exploraciones auténomas
y expandir contenidos. Facilita el aprendizaje significativo a través de descubrimientos,
generalizaciones y discusiones basadas en sus caracteristicas dindmicas.

Algunos simuladores y modeladores matemadticos son:

a. MATLAB: es un entorno de programacion y software de calculo numérico utilizado en
ingenierfa, matemadticas, fisica y otras disciplinas cientificas. Disefiado especificamente
para trabajar con matrices y datos numéricos ofrece herramientas avanzadas para andlisis,
visualizacién y simulacién. Se utiliza a menudo en libros de texto como herramienta
did4ctica para matemdticas, ciencias e ingenierfa de nivel universitario.

b. Pyton: es un lenguaje de programacién que se utiliza para crear programas en dreas como
el desarrollo de software, la ciencia de datos, el aprendizaje automdtico y el anélisis de
datos. Se caracteriza por ser fécil de aprender y tener una sintaxis sencilla que imita el
lenguaje natural. Cuenta con librerfas como NumPy y Matplotlib.

c. NumPy: es una biblioteca para el cdlculo numérico y cientifico en Python. Proporciona
soporte para la creacién y manipulacién de arreglos multidimensionales y ofrece una
amplia gama de funciones matemdticas de alto rendimiento; esenciales para el andlisis
de datos, la simulacién y el modelado cientifico.

d. Matplotlib: es una biblioteca de visualizacién de datos en Python que permite crear
grificos 2D y 3D de alta calidad de forma sencilla y personalizable. Es utilizada en an4-
lisis de datos, investigacién cientifica, ingenieria y educacién debido a su flexibilidad y
capacidad para generar representaciones visuales claras y efectivas.

e. Laboratorio virtual PhET: es una plataforma interactiva desarrollada por la Universidad
de Colorado Boulder que ofrece simulaciones gratuitas para la ensefianza y aprendizaje de
ciencias, matemdticas y otros temas relacionados. Su objetivo es proporcionar experiencias
practicas que permitan explorar conceptos tedricos de manera visual, intuitiva y divertida.

Plataformas Colaborativas

Las plataformas colaborativas para el aprendizaje son entornos digitales disena-
dos para facilitar la interaccidn, el intercambio de ideas y el trabajo en equipo
entre estudiantes y docentes (Veloz, Moreno y Bonilla, 2022). Integran herra-
mientas como foros, chats, documentos compartidos y videoconferencias, lo
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que promueve la construccién colectiva del conocimiento. En el dmbito de las

matematicas, estas plataformas favorecen la resolucién conjunta de problemas,

el andlisis colaborativo de conceptos y el desarrollo de habilidades criticas al

permitir a los estudiantes discutir y compartir estrategias de resolucién (An-
gulo, 2021).

Algunas plataformas colaborativas son:

a.

Moodle: es una plataforma de gestion de aprendizaje de cddigo abierto, disenada para
crear y administrar cursos en linea. Se utiliza en instituciones educativas y organizaciones
para facilitar la ensenanza y el aprendizaje a través de herramientas interactivas.

. Google Classroom: es una plataforma de gestién de aprendizaje en linea gratuita desa-

rrollada por Google para facilitar la creacién, distribucién y evaluacién de tareas en un
entorno educativo. Estd integrada con otros servicios de Google, como Google Drive,
Google Docs y Gmail, lo que permite a los docentes y estudiantes colaborar de manera
integrada y organizada.

. Khan Academy: es una plataforma educativa en linea gratuita que ofrece recursos

para el aprendizaje en diversas 4reas del conocimiento, como: matemdticas, ciencias,
programacién, economia, historia, arte y humanidades. Facilita el seguimiento del
progreso, permite aprender a ritmo propio y ofrece herramientas personalizadas para
reforzar conceptos.

. Edmodo: es una plataforma de aprendizaje en linea disefiada para facilitar la comu-

nicacién y colaboracién entre estudiantes, docentes y padres. Funciona como un
espacio virtual donde los docentes pueden compartir materiales, asignar tareas, realizar
evaluaciones y brindar retroalimentacién. Los estudiantes pueden interactuar, entregar
trabajos y recibir orientacién, mientras que los padres pueden seguir el progreso de
sus hijos.

Plataforma de Colombia Aprende: es la plataforma educativa oficial del Ministerio de
Educacién Nacional de Colombia. Esta red de conocimiento estd disefiada para mejorar
el acceso a recursos educativos digitales y apoyar los procesos de ensefianza-aprendizaje
formales e informales en el pais. La plataforma estd dirigida a estudiantes, docentes y
familias, y tiene como propésito fomentar el uso de las tecnologfas digitales en el dmbito
educativo.

Plataforma de GeoGebra: es una plataforma interactiva que permite a los docentes
crear actividades matemdticas personalizadas y monitorear el progreso de los estudian-
tes en tiempo real. Los estudiantes pueden trabajar en ejercicios de dlgebra, geometria,
calculo, estadistica, entre otros, colaborar entre si y recibir retroalimentacién instantdnea.
La herramienta fomenta el aprendizaje activo y colaborativo, tanto en el aula como de
manera remota.
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Aplicaciones para la gamificacién

La gamificacién es un proceso que consiste en aplicar dindmicas propias del

juego en entornos educativos para motivar la interaccién y la participacion del

estudiante en el proceso de aprendizaje (Ferndndez, 2015). Gamificar no signifi-

ca jugar, por el contrario, implica emplear elementos del juego en contextos no

ladicos para lograr determinados objetivos o metas de ensenanza (Rodriguez y

Mas y Rubi, 2024). La gamificacién puede mejorar el rendimiento académico

de los estudiantes en el drea de las matemdticas si las aplicaciones empleadas

siguen principios cognitivos apropiados y cuentan con el acompanamiento del

docente durante el proceso (Holguin, Holguin y Garcia, 2020).

Algunas aplicaciones para la gamificacién son:

a.
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Kahoot: es una plataforma de aprendizaje basada en juegos que permite a los docen-
tes crear cuestionarios interactivos, encuestas y juegos de preguntas y respuestas. Los
estudiantes participan en tiempo real desde sus dispositivos méviles o computadoras,
respondiendo preguntas y compitiendo por puntos. Kahoot! utiliza dindmicas de juego
como la velocidad y el puntaje para fomentar la motivacién y el aprendizaje activo,
haciendo el proceso educativo més divertido y dindmico.

. Socrative: es una herramienta de evaluacién interactiva que permite a los docentes

crear cuestionarios, encuestas y actividades en tiempo real para medir el progreso de los
estudiantes. Los estudiantes responden desde sus dispositivos y los resultados se mues-
tran instantdneamente, lo que facilita la retroalimentacién inmediata. Socrative incluye
opciones como cuestionarios de opcién multiple, verdadero o falso y preguntas abiertas,
y permite organizar a los estudiantes en equipos para fomentar la colaboracién. Es util
tanto para evaluaciones formativas como sumativas en entornos educativos.

Quizizz: es una plataforma educativa que permite crear y jugar cuestionarios interac-
tivos en tiempo real. Los docentes pueden disefar cuestionarios personalizados con
preguntas de opcién mdltiple, verdadero o falso, y mds, para evaluar el conocimiento
de los estudiantes. A diferencia de otras plataformas, Quizizz permite a los estudiantes
responder a su propio ritmo, lo que fomenta la autonomia. Los resultados se presentan de
manera divertida y competitiva, aumentando la motivacién de los estudiantes. Ademds,
los docentes pueden realizar un seguimiento detallado del progreso de cada estudiante.

. Prodigy Math Game: es una plataforma educativa basada en un juego de rol interactivo

que ayuda a los estudiantes a practicar y mejorar sus habilidades matemadticas. Estd dise-
fiada para estudiantes de primaria y secundaria, y combina la resolucién de problemas
matemdticos con aventuras en un mundo virtual. Los estudiantes resuelven problemas
matemdticos para avanzar en el juego, ganar puntos y desbloquear recompensas.
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La Inteligencia Artificial (IA)

La IA apoya el aprendizaje de las matemdticas al ofrecer herramientas persona-
lizadas que se adaptan al ritmo y nivel del estudiante. A través de sistemas de
tutoria inteligente la IAG proporciona retroalimentacién instantdnea, identifica
dreas de dificultad y sugiere actividades especificas para mejorar el rendimiento
(Mollick y Mollick, 2023). Ademds, la IA facilita la creacién de ejercicios in-
teractivos y la automatizacion de evaluaciones, lo que permite a los docentes
monitorear el progreso de los estudiantes y ajustar el contenido, de acuerdo con
los resultados de aprendizaje planteados. La integracién de las herramientas de
IA cambia la manera en que se ensefia y aprenden las matemdticas, porque el
estudiante puede contar con tener un aprendizaje adaptativo, lo que equivale
a tener un tutor disponible las 24 horas que explica paso a paso los procesos
de resolucién de problemas matemadticos y los conceptos, teniendo en cuenta
sus fortalezas y dreas de mejora (Quiroz, 2023).
Se describen posibles usos de la IA en la ensenanza-aprendizaje de las ma-
tematicas:
* Creacién de ejercicios personalizados: los docentes proporcionan un tema matemdtico
y la IA genera automdticamente una serie de ejercicios adaptados al nivel y estilo de

aprendizaje de cada estudiante. Esto permite a los docentes ahorrar tiempo en la creacién
de materiales personalizados.

* Generacién de explicaciones detalladas: los estudiantes resuelven un problema mate-
mdtico y la IA ofrece una explicacién detallada, desglosando cada paso del proceso y
adaptando el nivel de complejidad segin la respuesta del estudiante, lo cual, facilita la
comprension de los conceptos.

* Generacién de retroalimentacién instantinea: durante una actividad de matemdticas la IA
evalda las respuestas de los estudiantes y proporciona retroalimentacién instantdnea, in-
cluyendo ejemplos adicionales o explicaciones alternativas segtin el tipo de error cometido.

* Andlisis de patrones de aprendizaje: la IA analiza las respuestas de los estudiantes en
multiples ejercicios y genera informes que destacan las fortalezas y dreas de mejora de
cada estudiante, ayudando a los docentes a identificar patrones de aprendizaje y adaptar
su ensefanza.

* Simulacién de problemas matemdticos complejos: los estudiantes interactian con pro-
blemas matemdticos avanzados generados por la IA, que simula diferentes escenarios o
variaciones de un problema, lo que permite a los estudiantes explorar multiples soluciones
y enfoques en tiempo real.
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Algunas herramientas de IA para la ensefianza de las matemdticas, segin
(Quiroz, 2023; Estrada, 2024):

a. ADIMAT: es una plataforma educativa diseniada para la ensefianza y aprendizaje de las
matemdticas. Ofrece recursos educativos digitales adaptativos que se ajustan al nivel de
conocimiento y ritmo de aprendizaje del estudiante. Utiliza la A para personalizar el
contenido, brindar ejercicios, problemas y actividades que se alinean con los objetivos
curriculares y las necesidades formativas del estudiantado.

b. CameraMath: es una aplicacion educativa disefiada para ser un apoyo tanto para docen-
tes como estudiantes en las matemdticas. Utiliza el reconocimiento éptico de caracteres
(OCR) para leer y dar solucién paso a paso a los problemas matemdticos fotografiados
por los usuarios. Ademds de ofrecer la respuesta correcta, la plataforma ensena el proceso
de resolucién.

c. MATHia: esta herramienta en linea proporciona una experiencia de aprendizaje per-
sonalizada para cada estudiante; se adapta a su ritmo y nivel de habilidad individual.
Esta herramienta se destaca por su enfoque de aprendizaje basado en competencias, por
tanto, promueve la comprensién de conceptos matemdticos con ejercicios pricticos e
interactivos.

d. Maple Calculator: es una calculadora en linea que resuelve problemas matemdticos de
cualquier nivel, desde bdsicos hasta complejos, utilizando IA. Ofrece diversas funciones
avanzadas y graficos para explicar detalladamente el proceso y la solucién del problema.

e. ChatGPT: es un modelo de inteligencia artificial desarrollado por OpenAl, disenado
para generar respuestas en lenguaje natural. En el aprendizaje de las matemdticas puede
ayudar a crear material diddctico, resolver problemas, proporcionar explicaciones paso
a paso, clarificar conceptos y ofrecer retroalimentacién instantdnea, adaptdndose a di-
ferentes niveles de competencia.

Reflexiones Finales

Este capitulo ha destacado la importancia de la resolucién de problemas en el
aprendizaje de las matematicas, sefialindola como un eje fundamental para el
desarrollo del pensamiento matemdtico en los estudiantes. La resolucién de
problemas no solo se concibe como una técnica pedagégica, sino como un
medio para fomentar el desarrollo de procesos centrales del pensamiento ma-
temdtico en diversas situaciones, lo que refuerza la relevancia de este enfoque
en el proceso educativo.
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Se ha abordado también la necesidad de replantear el quehacer matemitico
en la experiencia escolar, enfatizando que las practicas educativas deben evo-
lucionar hacia metodologias en las que los estudiantes no se limiten a repetir
procedimientos de rutina y definiciones de memoria, sino que se involucren
activamente en el desarrollo de procesos como particularizar, representar, ex-
plorar con ldpiz y papel y con tecnologias digitales, hacer preguntas, encontrar
patrones, formular conjeturas y contraejemplos. Este cambio de paradigma se
orienta hacia un aprendizaje mds significativo y competencial, donde el co-
nocimiento se construye a través de experiencias concretas que desafian a los
estudiantes a pensar y actuar como matematicos.

El capitulo también ha realizado un anilisis sobre la evolucién de las inves-
tigaciones en este campo, subrayando los estudios que han contribuido a una
mejor comprension de las estrategias que los estudiantes emplean al resolver
problemas. Estas investigaciones han permitido una transicién desde los en-
foques tradicionales hacia modelos que promueven el aprendizaje auténomo
y colaborativo, favoreciendo una mayor independencia y participacién activa
de los estudiantes en su propio proceso de aprendizaje.

Se ha puesto de relieve la importancia de problematizar el estudio de las
matemdticas, presentando esta disciplina como un campo de exploracién y
cuestionamiento, en lugar de un conjunto de reglas fijas o ejercicios rutinarios.
Este enfoque fomenta el desarrollo de una mentalidad critica y creativa en los
estudiantes, alentdndolos a plantear preguntas y explorar soluciones innova-
doras, lo que enriquece su proceso formativo.

Finalmente, se ha subrayado el papel de la tecnologia en la resolucién de
problemas matemadticos. Herramientas digitales como el soffware de geome-
tria dindmica, las calculadoras graficas y las plataformas interactivas no solo
dinamizan el aprendizaje, sino que también amplian las oportunidades para
la visualizacién, la experimentacién y la colaboracién. Estas tecnologias per-
miten a los estudiantes identificar patrones, formular conjeturas y construir
contracjemplos, promoviendo un enfoque mds experimental e innovador en
el estudio de las matematicas.

La integracién de la resolucién de problemas y las herramientas tecnoldgicas
en el aprendizaje de las matemdticas ofrece una via prometedora para transfor-
mar la educacién, permitiendo a los estudiantes desarrollar competencias clave
de manera activa y significativa.
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Introduccion

El dlgebra lineal resulta una fuente de frustracién tanto para profesores como
estudiantes. Los profesores pueden sentirse frustrados al intentar explicar con-
ceptos abstractos como espacio vectorial, rango, base, dimensién, dependencia
e independencia lineal, y no logran hacerse entender por sus estudiantes. A
pesar de que esta asignatura se puede pensar como una de las mds sencillas al
abordar uno de los problemas més elementales de las matemadticas, la variacién
lineal, la complejidad de los conceptos puede dificultar su ensenanza. Por otro
lado, los estudiantes pueden experimentar frustracion al intentar comprender
la idea de que todo espacio de dimensién 7 es isomorfo con R, a pesar de ser
capaces de operar matrices y resolver sistemas lineales no cuadrados con cierta
facilidad. Ademds, el dlgebra lineal es una asignatura obligatoria en muchos
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planes universitarios, técnicos y tecnoldgicos, esto genera altos indices de estu-
diantes reprobados semestre tras semestre, lo que es motivo de preocupacién
institucional. Este no solo es un fenémeno local, sino que es comin en gran
parte de las universidades alrededor del mundo (Monroy Guzmadn, 2011).
André Revuz (1914-2008), matemadtico francés, creador de los Institutos de

Investigacion sobre la ensefianza de las matemdticas IREM, en el prefacio del
texto Sobre la Ensenianza del dlgebra Lineal, manifest6:

Una preconcepcién comun entre los matemdticos es que, para ensenar bien las ma-

temdticas, todo lo que se necesita es conocer bien el tema. La ensenanza del dlgebra

lineal proporciona un sorprendente contraejemplo. La teoria estd bien desarrollada,

quienes la ensefian la conocen personalmente muy bien ... pero los estudiantes no

la entienden. La preconcepcién contraria, sostenida por pedagogos que creen que

con una pedagogia apropiada se puede ensefiar cualquier cosa, es igual de desastrosa.
gog q g

(Dorier, 2000b, p. xv)

Antecedentes Historicos

Histéricamente los principales conceptos del dlgebra lineal se desarrollan en una
continua interaccién entre los enfoques Geométrico y Algebraico (Dorier, 2000a).
Por mds de 20 siglos, la geometria, gracias a la Geometria Euclidiana, presta a las
matemdticas no s6lo un campo de imaginacién, sino de validacién de resultados.

Formas de Razonamiento en el algebra lineal

En Dorier (2000a) se presenta un andlisis histérico epistemolégico del con-
cepto de espacio vectorial, de este trabajo, Sierpinska (2000) abstrae lo que
denomina Formas de Razonamiento, asociadas al lenguaje, que se usan de
manera predominante en la resolucién de problemas del dlgebra lineal. Las
Formas de Razonamiento se presentaron en la historia y se manifiestan en las
aulas donde se reconstruyen los principales conceptos del dlgebra lineal. Sier-
pinska las denominé Sintético-Geométrico (SG), Aritmético-Analitico (AA)
y Analitico-Estructural (AE); segn Sierpinska, esta clasificacién obedece a la
naturaleza misma del dlgebra lineal en tanto guardan estrecha relacién con los
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lenguajes que debe usar o privilegiar quien se enfrenta a resolver un problema
relacionado con el dlgebra lineal.

El desarrollo histérico del concepto de vector deja una traza que permite
verlo en su estado inicial en la geometria, como segmento, pasando luego a su
calidad de segmento dirigido. En su proceso evolutivo o metamorfosis, se pre-
senta como un objeto “aritmetizado” desde la geometria analitica. Finalmente,
y en un ambiente de naturaleza analitica, como el de los espacios normados
de dimensién infinita, emerge el concepto de Espacio Vectorial y con él, la
desaritmetizacion de los vectores.

Antecedentes de Investigacién

La investigacién en el dmbito de la Educacién Matemdtica, sobre el dlgebra
lineal, segin Stewart, Andrews-Larson y Zandich (2019), se puede clasificar
en tres temdticas: (1) En cuanto a la ensenanza: el enfoque geométrico y el
enfoque formal o axiomdtico; (2) Investigacién sobre la comprension de los
estudiantes alrededor de conceptos del dlgebra lineal considerados claves; (3)
El papel de la tecnologia en la instruccién y la innovacién.

En cuanto a la ensefanza: el enfoque geométrico y el
enfoque formal o axiomatico

Harel (2019) sefala que, en cuanto al uso del enfoque geométrico en la ense-
fianza del dlgebra lineal, se pueden determinar dos posiciones, un tanto contra-
dictorias; por un lado, quienes argumentan que con el uso de la geometria los
estudiantes aprenden mejor las nuevas ideas del dlgebra lineal, por otro lado,
algunos investigadores que cuestionan la eficiencia del enfoque geométrico en la
ensenanza del dlgebra lineal. Harel (2019), a partir del andlisis de seis libros de
texto, con gran circulacidn a nivel mundial, plantea lo que denomind variantes
del enfoque geométrico, con el objetivo de describirlas e intentar establecer
posibles dificultades y beneficios. Aclara inicialmente que la idea de enfoque
geométrico depende de si se trata de la idea de geometria del estudiante o
del profesor, finalmente presenta un total de ocho variantes: generalizacién,

43



RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS CON MEDIOS DIGITALES

reduccién, aplicacidn, representacién metafdrica, representacién literal, inves-
tigacién auténoma, terminologia basada en el espacio y geometria dindmica.
Un ejemplo de la variante generalizacién se presenta cuando el estudiante
asume como paralelos o colineales a los vectores, sin importar su naturaleza, que
forman un conjunto linealmente independiente de dos vectores, o dicho en otros
términos, dos polinomios linealmente independientes son colineales. La variante
reduccion consiste en ejemplificar en el plano o el espacio conceptos generales
como: combinacidn lineal, conjunto generado, subespacio o teoremas como el
de complemento ortogonal entre el espacio fila y el espacio nulo de una matriz.
La variante solicitud hace referencia a la geometria como aplicacién; como es el
caso de las formas cuadraticas. La variante de representacion literal consiste en
interpretar en lenguaje simbdlico las ideas geométricas relativas al dlgebra lineal
y viceversa; la potencial fluidez cognitiva que brinda esta variante se privilegiard
en los disefios de intervencién que se empleardn en esta investigacién, una tarea
importante serd identificar c6mo se transforma esta variante con el uso coordinado
por sistemas de cdlculo algebraico CAS (por sus siglas en inglés) y sistemas de
geometria dindmica (por sus siglas en inglés DGS). Se presenta un ejemplo to-
mando como punto de partida el problema planteado en (Harel, 2019, p. 1035):
sExiste solucién para el sistema Ax = &, dado cualquier vector 42 Donde:

1 3 4 b,
A= -4 2 6 |vyb=|o
-3 -2 7 b,

Una manera de emplear la variante representacion literal requiere que el resolutor
encuentre la equivalencia entre el enunciado anterior y algin interrogante con
enfoque geométrico, como: ;cualquier vector & del espacio es combinacién lineal
de los vectores columna de la matriz A2, ;cualquier vector & del espacio es generado
por los vectores columna de la matriz A2, ;cualquier vector & del espacio pertenece
al espacio columna de la matriz A? O simplemente, ;las columnas de 4 generan
todo R*? Para responder cualquiera de estos interrogantes, incluyendo el original,
se puede plantear la matriz ampliada (aumentada) (%) y escalonar para obtener:

1 3 —4 b,

0 14 -10| 46, + 0,

10 B 2b,—b,+2b,
2
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De esta forma escalonada, el resolutor puede concluir que el plano:
2x—y + 2z es el espacio columna de la matriz 4; es en esta afirmacién donde
finalmente emerge la variante representacion literal.

En general, los ejemplos de las variantes hasta ahora representan un bene-
ficio limitado a R* o K% lo que podria representar una fuente de dificultad
para espacios de diferente naturaleza como los conformados por polinomios
o matrices (Harel, 2017).

La variante Representacion metaférica hace referencia a una especie de sintesis
gréfica de un conjunto de ideas conectadas, que puede ser tan amplio como el
que se muestra a continuacion:

Figura 1.

Ejemplo de la variante representacion metaforica del enfoque geometrico.

Vv

w %4

Nota: Tomado de Eguivalencia entre los niicleos y las imdgenes de una
transformacion lineal y los respectivos conjuntos de sus matrices asociadas

(Martinez y Sanabria, 2014, p. 313).

La variante investigacion auténoma hace referencia al enfoque geométrico
desde la perspectiva del profesor o investigador que plantea una intervencién
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en el aula centrada en el plano y el espacio. Harel (2019) menciona que solo
conoce tres intentos de investigacién con esta orientacién. Esta investigacién
pretende sentar las bases de un diseno de intervencién con esta variante como
principio.

La variante terminologia basada en el espacio hace referencia a las denomina-
ciones empleadas para un niimero importante de conceptos e ideas generales,
como es el caso de: combinacién lineal, dependencia lineal, espacio vectorial,
proyeccién, complemento ortogonal, vector de coordenadas, entre otros. Ha-
rel (2019) cita una decena de articulos que reportan las dificultades, para los
estudiantes, provenientes de la terminologia empleada. La variante geometria
dindmica la califica como emergente y citando algunos articulos de amplia
difusién, destaca su potencial para convertirse en un verdadero aliado para la
ensefanza aprendizaje del dlgebra lineal. En Sierpinska (2000) se realiza un
experimento de ensefanza del dlgebra lineal con el apoyo del programa de geo-
metria dindmica Cabri®, con el propésito de familiarizar a los estudiantes con
algunos conceptos bdsicos del dlgebra lineal, privilegiando su naturaleza geomé-
trica a través del propicio ambiente ofrecido por Cabri®, con la intencién de
retardar su manipulacién a través de sus representaciones de cardcter aritmético
o algebraico. A pesar de la estrategia, los estudiantes no lograron el objetivo de
aprendizaje trazado por los investigadores: entender la definicién axiomdtica
del concepto de Transformacién Lineal. Segtn Sierpinska, la frustracién se da
por dos razones principales: las altas pretensiones del objetivo por parte del
profesor investigador y la tendencia de los estudiantes de enfrentar las activi-
dades propuestas aplicando alguna regla sin filtro alguno. La practica por parte
de los estudiantes llevé al grupo de Sierpinska a considerarla un obstéculo que
denomind pensamiento prictico que, aunque necesario, si se privilegia en con-
traposicion del pensamiento tedrico, trae como consecuencia que los estudiantes
no comprendan los conceptos del dlgebra lineal que se ponen en juego en los
procesos de ensenanza-aprendizaje del dlgebra lineal en general.

El enfoque formal de la ensefianza se caracteriza principalmente porque le
asigna un peso importante a la demostracién, entre las metas a alcanzar, segtin
Sierpinska (2000), estos ideales esperados por los disenadores de un curso o acti-
vidades de dlgebra lineal se convierten en fuente de frustracién, principalmente,

3. Software comercial de geometria dinamica, ver (www.cabri.com).
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por la madurez académica alcanzada por los estudiantes a la hora de tomar este
curso. En forma mds especifica Stewart y Thomas (2019), manifiestan que esperar
que los estudiantes, al final de un primer curso de 4lgebra lineal, alcancen los
conocimientos matemdticos y metamatemdticos que se juntan en cada paso de
una demostracidn, resulta poco realista. Segtin Stewart y Thomas (2019) para un
amplio porcentaje de los estudiantes, los métodos de demostracién son desco-
nocidos; para ellos existen dos tipos de demostracion: las que prueban y las que
explican. Sobre las primeras queda la sensacién de que no tienen sentido para
ellos, pero asumen que son verdad y, en algunos casos, deciden memorizarlas para
estar listos a la hora de la evaluacién. Las pruebas que explican, las encuentran
valiosas porque les ayuda con la comprensién y conviccién personal.

Comprension de los estudiantes de algunos Conceptos
Claves del algebra lineal

En el articulo de revisién (Stewart et al., 2019), se eligieron 54 articulos relati-
vos al dlgebra lineal, de las 20 principales revistas de educacién matemdtica en
inglés; de los cuales el 67% se centrd en la comprensién de los estudiantes de
algtin contenido o franja de contenidos. El 50% de ellos se enfocé en la franja
de contenido relacionada con la dependencia e independencia lineal y conjunto
generado y generador, sorprende que, en los sistemas de ecuaciones lineales,
un tema que resulta transversal en los cursos de dlgebra lineal, se enfoque un
porcentaje tan bajo de publicaciones, 5% aproximadamente.

El concepto de Espacio Vectorial ha sido catalogado como central para el dlgebra
lineal, Parraguez (2009), Stewart (2017) puesto que en él subyacen gran parte de
los conceptos que forman su amplio cuerpo tedrico: base, dimensién, conjunto
generado y generador, rango, dependencia e independencia lineal y combinacién
lineal; de este tltimo concepto, Monroy Guzman (2011) dice al respecto:

La sintesis de la idea bdsica del dlgebra lineal, como disciplina de pensamiento
matemétiCO, S€ encuentra en reconocer que tOdOS 105 elementos de un COnjuntO N
puedan formar por la combinacién lineal de un niimero finito de ellos (en el caso
de los espacios de dimensién finita); esta idea se afirma cuando logramos separar la
menor cantidad de objetos del conjunto con los que se puede lograr este sorprendente

resultado. La evolucién final se da cuando se establece la relacion entre el conjunto
inicial, el nimero de elementos del conjunto generador y R”. (p. 12)
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En (1.4) se realiza una sintesis de las principales problemdticas reportadas por
los investigadores y como parte del trabajo final se analizaron, de manera critica,
los disenos de intervencién que aparecen o se describen en la literatura escudri-
fiada; los insumos obtenidos en esta etapa hacen parte de las hojas de trabajo
que conforman el diseno de intervencién de esta investigacién. Por ejemplo, en
Roa-Fuentes y Oktag (2010) se presentan posibles fundamentos para el disefio de
intervenciones en el aula, para el concepto de transformacién lineal, a través de
dos posibles rutas cognitivas que el estudiante pueda seguir; a este proceso se le
llama Descomposicién genética de saberes matemdticos y hace parte de la etapa
de anlisis tedrico del enfoque de investigacién APOE, ampliamente empleado
en la investigacién en educacién matemdtica. La descomposicién genética que
presenta Roa-Fuentes y Oktag (2010) se centra en la definicién formal del con-
cepto, marginando las representaciones geométricas y tomando como requisito
una comprensién madura de los conceptos de funcién y espacio vectorial; lo que
implica un presupuesto muy alto para considerarse una trayectoria viable o en el
mejor de los casos lo limita a ser empleado para disenos orientados a cursos muy
especializados. Segtin Roa-Fuentes, partiendo del concepto de funcién, ampliando
la posibilidad de que el dominio y el codominio sean espacios vectoriales, un
buen manejo de las ideas constitutivas de la combinacién lineal y empleando
conscientemente el cuantificador universal, se conforma una de las posibles rutas
para que un estudiante construya el concepto de transformacién lineal.

El Papel de la tecnologia en la Instruccion y La
innovacion en la ensefianza del algebra lineal

Uso de Herramientas digitales tipo CAS. La génesis de lo que hoy se deno-
mina programas de Sistemas de Calculo Algebraico (CAS por sus iniciales en
inglés) se puede anclar en 1950, asi como el uso de CAS en cursos de pregrado
se da, en forma leve, en el ano 1970. Para 1982, ya algunos investigadores en
educacién matemdtica se preguntaban de qué manera habia que transformar
los contenidos de cursos de matemadticas de primer afio de pregrado, de tal
forma que se diera espacio al uso de CAS (Hillel, 1993). Hillel ya mostraba
cémo el uso de CAS puede hacer que el estudiante mitigue la carga de realizar
célculos rutinarios y asi, enfocarse en otros aspectos mds cercanos a los con-
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ceptos relacionados con el dlgebra lineal, pero a su vez advierte que se tiene la
inclinacién de perder lo ganado, haciendo que el estudiante tenga que trabajar
con matrices muy grandes, lo que trae como consecuencia que el estudiante
cometa errores al ingresar los datos de la matriz.

El uso de CAS hace que los estudiantes puedan acceder a conceptos mds
complejos que estaban practicamente ocultos en la ensefianza tradicional para
todo tipo de estudiantes; ahora estos se vuelven accesibles (Jin, Bi y Zhao,
2011; Sacristdn et al., 2010). Al respecto, Jin et al. (2011) sefalan que el uso
de un software que ayude con algunos algoritmos, hasta ahora implementados
de manera obligada con papel y ldpiz, requisito reconocido como inoficioso
actualmente, permite poner al alcance de los estudiantes conceptos que, sin
el uso de estos, no podrian asomarse en las aulas de clase. Al respecto, Lavicza
(2010) resalté que uno de los matemdticos que particip6 en su encuesta dijo:

La ensenanza relacionada con CAS deberfa usarse para alentar a los estudiantes a ex-
plorar las matemdticas. Las matemdticas mds sofisticadas (“de la vida real”) se vuelven

accesibles a través de CAS: por ejemplo, la programacién lineal se puede ensefiar en
una clase introductoria de 4lgebra lineal. (Lavicza, 2010, p. 169)

Dogan-Dunlap (2010), en su trabajo, muestra que las formas de razonamien-
to que plantea Sierpinska (2000) aparecen en el andlisis de las respuestas cons-
truidas por un grupo de 42 estudiantes, ante un grupo de actividades que disei6
alrededor de los conceptos de dependencia e independencia lineal, combinacién
lineal y las nociones de espacio y subespacio vectorial, para el caso del plano y
el espacio, R* y R’ respectivamente. Las actividades que propuso las dividié en
dos grupos, con la diferencia de que en una primera actividad los estudiantes
pueden usar dispositivos tecnoldgicos tipo CAS y en la segunda se incorpora,
ademds, un programa tipo sistema de geometria dinimica DGS. Ninguno de
los dos programas contaba con las dos vistas integradas de manera dindmica, es
decir, en la forma que se presenta actualmente en programas como GeoGebra.
Los autores afirmaron que el uso del DGS potencié en los estudiantes no solo
el uso del método deductivo a partir de axiomas y otros, sino que potencid, en
un gran porcentaje de estudiantes, la flexibilidad cognitiva (Dorier y Sierpinska,
2001); esto es, pasar de un modo de representacién semidtica a otro a través
de las formas de razonamiento mencionadas anteriormente. Dogan-Dunlap
(2010) deja planteada también la idea de que se debe estudiar el efecto de las
representaciones geométricas en el aprendizaje del dlgebra lineal, sefalando
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ademds que, el poder de las representaciones geométricas parece potenciar su
influencia cuando se encuentran simultdneamente con las representaciones
aritméticas y algebraicas; para estudiar este fenémeno se propuso en este trabajo
que GeoGebra es una herramienta con las caracteristicas deseadas.

Una caracteristica importante del uso de CAS son sus efectos a largo pla-
z0, el més sustancial es la empleabilidad que genera el hecho de responder a
algunas demandas relativas al siglo XXI, en cuanto a competencias tecnolégicas;
Marshall, Buteau, Jarvis, y Lavicza (2012), al respecto senalan:

Por lo tanto, esta conjetura de Lavicza de que la integracién de CAS puede ser ayu-
dada por las futuras necesidades de empleo de los estudiantes se ve reforzada por los

hallazgos de la revisién de la literatura sobre habilidades transferibles relacionadas

con CAS. (p. 431)

Mis adelante, Cooley et al. (2014) presentan, desde el punto de vista de
los estudiantes, lo importante que es la mediacién de la tecnologia, el trabajo
en grupo y las aplicaciones a temas de interés, refiriéndose a aquellas que son
aplicaciones de actualidad del dlgebra lineal en temas relacionados con las
ciencias, tecnologfa, ingenierfa y matemadticas, las denominadas dreas STEM,
por sus siglas en inglés.

En el trabajo de Caridade, Encinas, Martin-Vaquero y Queiruga-Dios (2015),
se aboga por el uso de CAS, argumentando que existen problemas muy inte-
resantes en el dlgebra lineal que se podian poner en juego siempre y cuando se
tenga disponible este tipo de programas. Como se sefialé en el documento de
Marshall et al. (2012), uno de los obstdculos que esgrimian algunos profesores,
estaba relacionado con la sintaxis de los programas CAS; ya para el 2015 segtin
Caridade et al. (2015) el lenguaje se hacia mds amable y de paso familiarizaba
al estudiante con el lenguaje matemdtico formal.

La ensenanza del algoritmo que se empleaba para calcular la raiz cuadrada
fue removida de las aulas de matemadticas, parece haber un acuerdo generalizado
en que, basta con saber que se trata de otro niimero real del mismo tipo, en el
caso de los reales positivos, con la particularidad de que su cuadrado resulta ser
el niimero del cual es raiz. Este no es el caso de algoritmos tan tradicionales,
que aun se resuelven preferiblemente a papel y ldpiz, por ejemplo, aprender
a factorizar polinomios cuadrdticos y de otro orden. En el caso particular de
los cursos de dlgebra lineal, los algoritmos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales estdn altamente cargados de cdlculos numéricos manuales, asunto que se

50



LA IMPORTANCIA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS

corrobora revisando las secciones de ejemplos y ejercicios de la gran mayoria de
los libros de texto del dlgebra lineal (Lindner, 2003). Asi como la ensenanza del
algoritmo para calcular la raiz cuadrada de un niimero, otros tantos algoritmos
deben ir cediendo espacio a las tecnologias para que estas realicen las tareas
rutinarias, aceptando en cierta medida, que resulta innecesario saber calcularlas
con papel y ldpiz, y que, por el contrario, es mds fructifero que el estudiante dé
cuenta de los resultados ofrecidos por la herramienta. Por ejemplo, en el caso de
la raiz cuadrada, debe responder a preguntas como: ;qué relacién existe entre
un numero y su raiz? y que en general, a partir del resultado y sus nociones,
pueda verificar sus producciones con el mismo instrumento. En efecto, recono-
ciendo las potencialidades que ofrecen los programas tipo CAS, se debe tratar
de responder ;qué algoritmos confiar a estos programas? y ;cémo cambian los
procesos demandados a los estudiantes? La encuesta internacional de Marshall et
al. (2012) muestra que quienes usaban los programas tipo CAS, liberaban a sus
estudiantes de las cargas computacionales permitiendo enfocarse en actividades
mis esenciales. En el caso del dlgebra lineal, mientras un profesor resuelve un
sistema por cualquiera de los métodos tradicionales, dedicando un porcentaje
alto de sus clases a estos procesos algoritmicos, con los programas tipo CAS,
se pueden resolver decenas de estos y enfocar la atencién de los estudiantes en
las nociones del 4lgebra lineal que subyace en las respuestas ofrecidas por el
programa. Los programas tipo CAS han demostrado tener gran impacto en
el campo de accién de la ingenieria; hoy dia muchos problemas son resueltos
gracias al ingenio humano potencializado por este tipo de herramientas; a esta
fusién entre humano y mdquina se le conoce como competencia computacional
(Se, Ashwini B, Chandran, & Soman K.P, 2015).

Sistemas de Geometria Dindmica: “La nueva realidad de los Objetos
Matematicos”. En Santos-Trigo (2020), las herramientas digitales de accién
que se pueden emplear para representar, explorar y trabajar tareas matemdticas,
se denominan Sistemas de Geometria Dindmica (DGS por sus siglas en inglés);
como es el caso inicial de GRAPHER, Cabri® y actualmente GeoGebra. La
abstraccién situada es, segiin Noss y Hoyles (1996a), el principio fundamental de
los DGS. Este tipo de abstraccién se da, aunque no de manera exclusiva, gracias
a las potencialidades que surgen al sumar las caracteristicas de la herramienta, los
conocimientos, motivaciones e interacciones de quien aprende y la intencién de
quien disefa la actividad a enfrentar; el trabajo con DGS demanda del estudiante
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el uso de comandos, construcciones geométricas, la sintaxis propia de las hojas
de cdlculo y en general un lenguaje que lo aproxima al uso de la terminologia
propia de las matemdticas. Noss y Hoyles presentan asi una forma distinta, entre
muchas otras ya existentes, de definir la abstraccién como proceso o mecanismo
que implica abstraccién en la situacién, no alejada (abs-traccién) de ella. La abs-
traccién situada es entonces la forma “cémo los alumnos construyen significados
matemdticos en la red de un entorno particular que, a su vez, da forma a la forma
en que se expresan las ideas” (Noss y Hoyles, 1996a, p. 122); lo que califican
como una especie de comunicacién humano-mdquina. En el caso particular del
concepto de dependencia lineal, al respecto Aranda y Callejo (2010), afirman que:

Los resultados muestran que el uso simultdneo del lenguaje analitico y geométrico,

asi como la interaccién dindmica con estos sistemas de representacion en un con-

texto tecnoldgico, pueden favorecer las generalizaciones necesarias para desarrollar

los procesos de abstraccion reflexiva que inciden en la elaboracién del concepto de
dependencia lineal. (p. 129)

Aranda y Callejo (2010) concluyen que plantear una trayectoria hipotética
de aprendizaje en un medio de matemadticas dindmicas, potencia la adquisicion
de los conceptos de dependencia e independencia lineal. Con respecto a la
conclusién anterior, se afade que, aunque se les llama Sistemas de Geometria
Dindmica (DGS), en realidad no son solo los objetos relativos a la geometria
los que adquieren “vida”. Las matemdticas tradicionales se venian acompafnando
de representaciones estdticas, pero gracias a programas como GeoGebra, estas
parecen evolucionar en cuanto a su representacién; Moreno-Armella y Hege-
dus (2013) describen lo que en este trabajo se llama el “nuevo realismo de los
objetos matemdticos”; al respecto, uno de los autores afirmé que:

En el caso de las computadoras, estos medios llegan a ser parte integral de nuestros re-
cursos intelectuales y expresivos. Permiten, ademds, generar una forma de realidad virtual

asociada a los objetos conceptuales de las matemadticas y traerlos, virtualizados ya, a la
pantalla en donde podemos manipularlos con amplitud. (Moreno-Armella, 2002, p. 83)

El “nuevo realismo de los objetos matemadticos” no es un privilegio de los
objetos de la geometria; las funciones, los vectores, las matrices, etc., adquieren
dinamismo y realidad en estos entornos. Aguilar-Magallén (2018) afirma que el
uso de DGS transforma algunas heuristicas en poderosas herramientas, lo que
representa un hallazgo de lo que se plantea a partir de las ideas de Hegedus y
Moreno-Armella (2009), Moreno-Armella y Hegedus (2013) y Noss y Hoyles
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(1996Db). Esto es, el simbolo que representa un objeto se enriquece; al respecto
Moreno-Armella y Hegedus (2013) dice: “Podemos hablar de inscripciones
matemdticas como las marcas externas de los simbolos, pero no podemos ol-
vidar que simbolo y referencia son como caras de una moneda: cada una es la
condicién de existencia de la otra” (p. 101).

En consecuencia el objeto se transforma, al menos para el observador, pues
es a través de los simbolos que podemos establecer las caracteristicas del objeto
matemadtico, caracteristicas que antes no se habian revelado, por carencias del
observador o del agente representante; estas representaciones que han cobrado
“vida”, léase, dinamismo en un DGS y su interaccién con las representaciones
tradicionales ya conocidas, hace que este “todo” se tenga que estudiar de manera
holistica, para documentar todas las potencialidades que brinda a aquellos que
tienen oportunidad de interactuar con este evolucionado objeto.

Klasa (2010), desde su propia experiencia usando Cabri® y Maple, sefiala las
multiples posibilidades que brinda un DGS para mejorar la forma de trabajo
de los estudiantes y su comprensién de los principales conceptos del dlgebra
lineal. Klasa (2010) afirma ademds que, en esta tarea, el soffware Cabri’ le resulta
mds productivo que Maple, en cuanto que las representaciones dindmicas
interactian en simultinea con otras formas de representacién. En esta misma
direccién, Caglayan (2015) afirma que la posibilidad de representar situaciones
problemas en diferentes contextos, es una de las potencialidades que brindan los
DGS como GeoGebra. Los estudiantes pueden construir modelos que cumplen
con las caracteristicas exigidas por el problema; si estas resisten la “prueba del
arrastre” se les lama construcciones dindmicas. Cuando construir modelos de las
definiciones o problemas planteados se convierte en una estrategia recurrente,
Aguilar-Magallén (2018) afirma que la competencia de proponer problemas
evoluciona al presentarse al inicio del problema, durante el desarrollo del pro-
blema y después de solucionarlo.

Principales problematicas seinaladas: revisidon de literatura

Gran parte de las problematicas alrededor del dlgebra lineal, que planteé en
1990 el Grupo de Estudio del Curriculo de dlgebra Lineal en Norte América,
siguen atn vigentes (Carlson, Johnson, Lay, y Porter, 1993). Por un lado,

53



RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS CON MEDIOS DIGITALES

ya para esa época era notable el creciente requerimiento del dlgebra lineal
en la formacién de estudiantes en una, cada vez mds amplia, lista de planes
universitarios y tecnolégicos; dos décadas después se reportaba que la ensenanza
del dlgebra lineal se impartia en forma casi generalizada en la educacién terciaria
(Oktag y Trigueros, 2009). De otro lado, el Grupo de Estudio senalaba que
los programas de dlgebra lineal en las diferentes instituciones donde se ofrecia
no respondian a las necesidades bésicas de los estudiantes, ni a las demandas
de formacién provenientes de las directivas de los diferentes planes de donde
estos eran usuarios. Las demandas se fundamentaban, principalmente, en el
creciente ndmero de aplicaciones del dlgebra lineal, tendencia que continta
de manera sostenida. Se sefialaba, por parte del Grupo de Estudio, la desco-
nexion del curso con las aplicaciones, en lo que coinciden, mds recientemente,
con Caridade et al. (2015), Marshall et al. (2012) y el desconocimiento de los
avances en tecnologfas tipo CAS por parte de los instructores.

El uso de este tipo de soffware ya tenia, para ese momento, un recorrido
de mds de 20 afios en la ensefanza de las matemadticas y atin no se notaba su
influencia, ni aprovechamiento en la ensefianza del dlgebra lineal (Carlson et
al., 1993). Esta problemdtica sigue reportindose de manera recurrente en la
literatura académica concerniente a la ensefianza del dlgebra lineal.

Educacion Tradicional: Enfasis Algoritmico

Ya en el prefacio de la obra de George Pélya (1945), se llama la atencién sobre
los énfasis tradicionales y equivocados de la ensefianza de las matemadticas en
general: “Si se dedica su tiempo a ejercitar en sus alumnos operaciones rutinarias,
matard en ellos el interés, perderd la oportunidad de participar positivamente
en su formacién” (Polya, 1945, p. VI). Para lograr el efecto contrario en los
estudiantes, Pdlya afirma que, con el planteamiento de problemas adecuados a
sus conocimientos y con la ayuda de preguntas estimulantes, se podria despertar
en los alumnos el gusto por el pensamiento independiente.

De acuerdo con Schoenfeld (2016), los exdmenes estandarizados de la
época en que se publicé por primera vez este trabajo (1992), demuestran la
omnipresencia de la prictica que se enfoca en el contenido, desde la cual se
asume lo que sabe el estudiante en términos de los fragmentos de la materia
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que domina, desde esta perspectiva se asume el conocimiento del estudiante
como la suma de estas partes:
Una consecuencia de experimentar el curriculo en pedazos pequefios es que los es-
tudiantes aprenden que se les proporcionardn respuestas y métodos a los problemas;
no se espera que los estudiantes descubran los métodos por si mismos. Con el tiem-
po, la mayoria de los estudiantes llegan a aceptar su papel pasivo y a pensar en las
matemdticas como “transmitidas” por expertos para que las memoricen (Carpenter,

Lindquist, Matthews y Silver, 1983; National Assessment of Educational Progress,
1983). Citados por (Schoenfeld, 2016).

En el informe que se menciona en la cita anterior, se documenta que cerca
de un 50% de los estudiantes respondieron que aprender matemdticas consiste
en memorizar y el 90% estuvo de acuerdo con que siempre hay una regla a
seguir para resolver un problema.

Jin et al. (2011) describen lo que se llama en este documento la ensefianza
tradicional del dlgebra lineal, en lo que concierne a lo que se ha denominado
la problemdtica del énfasis algoritmico de los cursos de dlgebra lineal. Jin et al.
(2011) manifestaban que, en general los textos guia, como se conoce al libro
que el profesor u orientador del curso recomienda a los estudiantes para cefirse
a él, en la mayoria de los temas, privilegian los procesos algoritmicos y la me-
morizacién de técnicas; por ejemplo, en el caso de los sistemas de ecuaciones
lineales, caen en una serie de claves o trucos para reconocer cudndo un sistema
tiene, una, infinitas o ninguna solucidn; el truco parece ser efectivo porque més
adelante permitird identificar en qué casos un conjunto de vectores es lineal-
mente dependiente o independiente. Este tipo de pricticas, que hoy sobreviven
en un porcentaje preocupante, se instalan en lo que Benitez Mojica (2006)
sefiala como memorizacién de técnicas para resolver actividades rutinarias:

Aprender matemdticas va mds all4 de memorizar un conjunto de definiciones, al-
goritmos y técnicas para resolver actividades rutinarias. Adicionalmente, debe pro-
piciarse en el aula un ambiente donde los estudiantes puedan comunicar sus ideas,

hacer preguntas, usar multiples representaciones, hacer conjeturas y formular contra
ejemplos. (Benitez Mojica, 20006, p. 6)

Desde principios del siglo XX, la psicologia puso interés en cémo los indi-
viduos aprenden matemdticas; se ocuparon entonces de la importante misién
de trazar principios para el disefio de tareas, mientras que los profesores de
matemdticas se ocupaban de pensar y repensar cudl debia ser el contenido a
ensefar. La investigacion en cuanto a coémo ensefiar las matemadticas, surge en
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la comunidad matematica, solo a partir del segundo lustro de la década de los
sesenta (Kieran, Doorman, y Ohtani, 2015). El modelo de disefio de tareas
resultante, basado en la repeticién y emulacién (Uicab y Oktag, 2006), que
por tanto tiempo parecié dar buenos resultados, es una practica que permanece
inmévil entre los profesores y, aunque en el medio investigativo la evolucién
en la linea de disefio de tareas ya ha superado varias etapas, estos resultados
aun no impactan la prictica. En el caso particular de los cursos tradicionales
de dlgebra lineal, los estudiantes aprenden un recetario: cémo escalonar una
matriz, cémo identificar el tipo de solucién, cémo usar el algoritmo de la matriz
ampliada para encontrar la inversa de una matriz, cémo calcular los valores y
vectores propios, como diagonalizar una matriz, entre otras.

En el trabajo reportado en Se et al. (2015), se plantea la alternativa del
modelo de clase invertida para la ensenanza del dlgebra lineal, sugiriendo que
los profesores deben crear videos tutoriales con los temas que habitualmente
intentan ensefiar a través de exposiciones magistrales, prictica que califican
como ineficaz pues, “Los alumnos pueden simplemente olvidar lo que se ha
dicho 10 minutos atrds” (Se et al., 2015, p. 2); esto es lo que logran compro-
bar, reiteradamente, los profesores que creen que al conectar ideas dentro de
sus largos discursos, simultdineamente sus estudiantes también lo logrardn.
Por ejemplo, los conceptos de dependencia e independencia lineal, son de los
mis referidos en la investigacién alrededor del dlgebra lineal y con frecuencia,
se reporta que son asociados por los estudiantes con un procedimiento algo-
ritmico sin atribuirle el significado, lo que, en efecto, no permite reconocer
el papel protagdnico en la comprensién de otros conceptos estructurales del
dlgebra lineal, para los cuales resulta ser importante tener claro su valor con-
ceptual (Aranda y Callejo, 2010); en este sentido, el profesor para “ayudar”
a sus estudiantes recurre a frases como: “si el sistema homogéneo tiene tnica
solucién es linealmente independiente (LI) y en caso contrario es linealmente
dependiente (LD)”.

El énfasis en los algoritmos, que caracteriza la ensenanza que se ha denomi-
nado como tradicional, logra que el estudiante mecanice, mientras le son ttiles,
un buen niimero de técnicas, paso a paso y procesos, como los ya descritos,
pero sin acompanarlos de la consistencia conceptual que los une; a este fené-
meno lo describe Moreno-Armella (2021) como la desconexién de la fluidez
Instrumental con la fluidez conceptual.
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El problema de la falta de Conocimientos Previos

Dogan-Dunlap (2006) muestra, a través del andlisis de algunas tareas propuestas a
estudiantes, la problemdtica que posiblemente se debe ala falta de conocimientos
previos en teoria de conjuntos. En diferentes momentos de un curso introductorio
de dlgebra lineal, es necesario poder interpretar la regla que define un conjunto
para dar a conocer uno o més de sus elementos, y realizar algunas muestras para
determinar, algunas veces por simple inspeccién, si un elemento pertenece o no
a un conjunto y concluir, por ejemplo, que el conjunto no es un Subespacio
Vectorial. Dogan-Dunlap (2006) afirma que el dlgebra lineal usa un lenguaje
propio de la teorfa de conjuntos en tareas como, encontrar ejemplos particulares
de elementos de un conjunto, escribir por comprensién un conjunto e identifi-
car la diferencia entre subconjunto y pertenencia, entre otros. Concluye que los
estudiantes que llegan a los cursos de dlgebra lineal carecen de la comprensién
de la mayorfa de los conceptos bésicos de la teorfa de conjuntos. El mismo, unos
afios después, reporta nuevamente esta misma carencia y le adiciona la falta de
conocimientos bésicos de la geometria analitica, la carencia de conocimientos
bésicos de teorfa de conjuntos lo senala también mds recientemente Cdrcamo
Bahamonde, Fortuny Aymemi y Gémez y Urgellés (2017).

Problema del Formalismo

El obstdculo del formalismo, desde la mirada de Dorier (2002), consiste en el
uso de los principales conceptos abordados en el dlgebra lineal, pero sin una
l6gica clara a la hora de argumentar o dar una respuesta; la explicacién del
fenémeno, segtin lo relatado a través del documento, se debe a los objetivos
esperados en el curso y al uso precoz del lenguaje técnico (Sierpinska, 2000).
La idea de obstdculo del formalismo, también se le atribuye al considerable
nimero de axiomas, teoremas y sobre todo de innumerables definiciones por
cada sesion de clase del dlgebra lineal (Bagley y Rabin, 2016). En este sentido,
los estudiantes argumentan que la mayoria de los temas les demanda un nivel
de abstraccién mds elevado, el cual desconocian hasta el momento y hace que
sientan que el curso no tiene conexién con sus conocimientos previos ni con
sus experiencias en las matemadticas (Dogan-Dunlap, 2010).
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Sincretismo

La investigacién sobre la ensefianza-aprendizaje del dlgebra lineal ha sefialado,
reiteradamente, como una de las fuentes principales de dificultad, a la cantidad
de conexiones lgicas que existen entre los principales conceptos del dlgebra
lineal, las cuales deben hacer los estudiantes en un tiempo récord. Basta revisar
las secciones de libros de textos tradicionales dedicadas a los llamados teoremas
de resumen:

Figura 2.

Teorema de resumen de dos libros de textos tradicionales.

@ Teorema 8.1.7 Teorema de resumen (punto de vista 9)

Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 12 afirmaciones son equivalentes; es
decir, cada una implica a las otras 11 (de manera que si una es cierta, todas las demas
son ciertas):

i) A es invertible.

ii) La tnica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).

iii) Para cada vector b de dimension n, el sistema Ax = b tiene una solucion tnica.

iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad I,

v) A se puede expresar como el producto de matrices elementales.

vi) La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.

vii) Las columnas (y renglones) de 4 son linealmente independientes.

viii) det A #0.
ix) ¥(A) = 0.
x) p(4) =n.

xi) La transformacion lineal 7 de R” en R" definida por 7x = Ax es un isomorfismo.

xii) Cero no es un valor caracteristico de 4.

Nota: Imagen tomada de Stanley 1. y Grossman S. (2012). Algebra lineal
(p. 557). Sexta edicién. University of Montana. University College
London.
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Teorema 4.11  El teorema fundamental de las matrices invertibles: versién 3

Sea A una matriz de n X n. Los siguientes enunciados son equivalentes:

. A es invertible.

. Ax = b tiene una solucién tnica para todo b en R".

Ax = 0 solo tiene la solucion trivial.

. La forma escalonada reducida por renglén de A es I,.

. A es un producto de matrices elementales.

rank(A) = n

. nulidad(A) =0

. Lus vectores olumna de A son linealmente independientes.
Los vectores columna de A generan R",

=g A0 AN R

Los vectores columna de A forman una base para R".
. Los vectores renglon de A son linealmente independientes.
l. Los vectores renglén de A generan R".
m. Los vectores renglén de A forman una base para R".
n. detA #0
0. 0 no es un eigenvalor de A.

N b e

Nota: Imagen tomada de Poole, D. (2011). Algebra Lineal. Una
introduccién moderna (p. 307). Tercera Edicién. Cengage Learning
Editores.

El problema del sincretismo es algo a lo que no se le puede hacer frente, como
se muestra en el ejemplo anterior, hace parte de la naturaleza misma del 4lgebra
lineal; sin embargo, Uicab y Okta¢ (20006) sehalan que muchos de los errores
cometidos por los estudiantes se deben precisamente a la falta de conexiones
entre los conceptos, también afirman que si los profesores o investigadores
detectaran cudles son aquellas conexiones que se deben privilegiar, se lograria
una mejor comprension.

Otras problematicas reportadas

Una problemdtica importante reportada es la falta de conciencia por parte de
los estudiantes con respecto a mecanismos de metacognicién; dice Sierpinska
(2000) que aun teniendo las posibilidades que brinda el soffware de geometria
dindmica, en este caso Cabri®, los estudiantes no parecian preocupados por
verificar sus afirmaciones, habiendo una oportunidad explicita brindada por
las caracteristicas de las herramientas empleadas.
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Planteamiento del problema y Preguntas de investigacion

La ensenanza tradicional, por un lado, fomenta en los estudiantes el Pensa-
miento Prictico mientras constrifie el Pensamiento Tedrico en todas las formas
de razonamiento. Por otro lado, los profesores, anclados en el viejo muelle
que ofrece la reforma de las Matemdticas Modernas, se plantean objetivos que
exigen a los estudiantes de ingenierfa que alcancen la forma de razonamiento
Analitico Estructural (AE), sin provocar previamente la flexibilidad entre las
formas de razonamiento Sintético Geométrico (SG) y Analitico Aritmético
(AA) que corresponde a las actividades cognitivas necesarias para alcanzarla
(Sierpinska, 2000). Se hace necesario disefar actividades de aprendizaje que
fomenten la complementariedad de estos dos tipos de pensamiento, alrededor
de las distintas formas de razonamiento del dlgebra lineal. Un elemento que se
tendrd en cuenta en el diserio de Intervencion, que es transversal al desarrollo de
este trabajo de investigacién, como se mostrard con algtin detalle en el Capitulo
4, es remover la carga de realizar cdlculos aritméticos que, aun con la aparicién
de herramientas tecnoldgicas tipo CAS cada vez mds potentes y versdtiles,
aparece como la demanda principal a los estudiantes a la hora de escalonar un
sistema de ecuaciones o una matriz, hallar un determinante, encontrar una
inversa, hallar los valores y vectores propios, entre otros. Devlin (2019) sefala
que realizar cdlculos a mano tiene una tradicién milenaria, pero que a partir
de 1990 hacer y aprender matemdticas es y deberia ser una experiencia muy
distinta. Kaput y Roschelle (2013) advierten irénicamente, pero a la luz de
evidencias innegables, que quizds lo inico que verfa familiar un viajero de 1900,
en esta época, serfa nuestro plan de estudio de matemdticas, en consecuencia,
nos instan a aprovechar todas las oportunidades que ofrecen en general las
herramientas digitales para democratizar el conocimiento, reorganizar el pen-
samiento matemdtico, nuestros planes de estudio y potenciar en estudiantes
comunes, logros extraordinarios.

En la edificacién progresiva del dlgebra lineal en el contexto histérico de las
matemdticas, se infieren dos vertientes de desarrollo (Monroy Guzmdn, 2011)
la algebraica y la geométrica; los conceptos mds relevantes del dlgebra lineal no
han evolucionado y emergido exclusivamente en la vertiente algebraica como
puede sugerir su nombre Algebra Lineal, como tampoco en la linea geométrica,
como parece insinuar la nocién de vector gracias a que hace parte del concepto
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central: Espacio Vectorial. La historia muestra que los principales conceptos
del dlgebra lineal se han constituido gracias a una especie de dialéctica entre las
maneras de concebir las matemdticas en estos dos polos histéricos de desarrollo y
que es después de alcanzar una flexibilidad entre las dos formas de razonamiento
en estas lineas, que se logra el nivel de razonamiento Analitico-Estructural (AE).

El papel de la geometria como campo de imaginacién y validacién para el
dlgebra lineal se potencia por las herramientas digitales tipo DGS como el caso
de GeoGebra (Bu y Hohenwarter, 2015; Caglayan, 2015; Dogan-Dunlap,
2010; Harel, 2019; Moreno-Armella y Hegedus, 2013, 2009; Turgut, 2019,
2021). El campo de imaginacién y validacién, como ya se mostré en el desarrollo
histérico del dlgebra lineal, requiere de su complemento, lo que corresponderia
a la forma de razonamiento Analitica-Aritmética que, en el moderno y real
uso del 4lgebra lineal, demanda grandes volimenes de operaciones; los cuales
se deben trasladar, en principio por razones practicas y diddcticas a los evolu-
cionados contextos de programas tipo CAS como por ejemplo Matlab, Matrix
Calculator, entre otros (Aranda y Callejo, 2010; Klasa, 2010; Lindner, 2003).

Por tanto, se considera importante desarrollar una investigacién basada en
el disenio instruccional guiada por las siguientes preguntas:

Pregunta central de Investigacién
;Cudles son las formas de razonamiento que muestran estudiantes de primer

ano de Ingenieria, al resolver problemas del dlgebra lineal con la mediacién de

herramientas digitales tipo DGS (GeoGebra) y CAS?

Preguntas auxiliares de Investigacion

a. ;Qué caracteristicas emergen en las formas de razonamiento gracias al uso coordinado
de medios digitales?

b. ;Cudles son las caracteristicas del Diserio de Intervencion que favorecen fluidez entre las
diferentes formas de razonamiento?

c. ;Cudles son las nuevas demandas en la resolucién de problemas del dlgebra lineal con

medios digitales (DGS y CAS)?
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Justificacion

El inicio de la investigacion alrededor de la ensefanza-aprendizaje del dlgebra
lineal puede ubicarse en la tltima década del siglo pasado, con el trabajo com-
pilado por Dorier en On the Teaching of Linear Algebra (2002). Las lineas de
investigacion iniciadas en este trabajo se mantienen vigentes y en algunos casos
se han ramificado, lo que prueba la riqueza del dlgebra lineal como campo de
investigacién de la educacién matemdtica. En adelante se anadirdn elementos
que suman argumentos para llevar a cabo este trabajo de investigacién y plantar
con ¢l las bases de un programa de investigacién que mantenga los objetivos
ya planteados.

El lgebra lineal y su creciente importancia en los
programas de pregrado

La creciente cantidad de informacién que circula a través de los medios digitales
ha dado lugar a una serie de problemas diversos y complejos relacionados con
el manejo de grandes voliumenes de datos. Este contexto ha impulsado el dlge-
bra lineal a expandir significativamente sus dominios, convirtiéndose en una
rama de las matemadticas de gran relevancia. La razén detrds de esto radica, en
cierta medida, en que la representacién de esta informacion se realiza mediante
elementos fundamentales del dlgebra lineal, como vectores, matrices (arreglos
de vectores) y tensores (arreglos de matrices).
El problema inherente a la transmisién de grandes voliimenes de informacién
a través de la red destaca y pone de manifiesto los desafios que han llevado al
dlgebra lineal a ocupar el papel protagdnico que tiene en la actualidad. Am-
parado en gran medida por estas razones, el reconocido profesor del Instituto
Tecnoldgico de Massachusetts (MIT), Gilbert Strang, en el prefacio de su
aclamado libro Linear Algebra and its Applications (2006), afirma lo siguiente:
Personalmente, creo que muchas mds personas necesitan 4lgebra lineal que cdlculo.
iIsaac Newton podria no estar de acuerdo! Pero ¢l no estd ensefiando matemdticas en
el siglo XXI [...] Ciertamente las leyes de la fisica estdn bien expresadas por ecuaciones
diferenciales. Newton necesitaba cdlculo, muy bien. Pero el alcance de la ciencia, la

ingenierfa y la administracién (y la vida) es ahora mucho mds amplio, y el 4lgebra
lineal se ha movido a un lugar central. (p. iv)
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Esta afirmacion resalta la importancia y la relevancia que el dlgebra lineal
ha adquirido en diversos campos, superando incluso a disciplinas matemdticas
tradicionales como el cdlculo. Al respecto, Alan Tucker, profesor desde 1970 en
la Universidad Estatal de New York Stony Brook, quien presidié por muchos
afos y en distintas épocas la Asociacién Americana de Matemadticas (MAA),
manifestd, en su trabajo La Creciente importancia del dlgebra lineal en los pregra-
dos (1993), que el dlgebra lineal deberia tener el mismo espacio de tiempo que
el célculo en los ciclos de formacién bésica. Situdndose en el contexto local, en
las universidades colombianas, el tiempo que se emplea para la ensenanza del
dlgebra lineal representa un poco menos de la tercera parte del empleado para
la ensefanza del célculo; si a esto se le agrega el tiempo que se toma para cursos
de precdlculo, la proporcién seria aproximadamente de 1:4. En un sentido mds
general, refiriéndose a la ensefianza de las matemdticas, Gravemeijer, Stephan,
Julie, Lin, y Ohtani (2017) afirman que: “En nuestra opinién, las matemdticas
merecen una atencién especial. Esto es especialmente cierto debido a la forma
en que la informatizacién afecta a las matemdticas y viceversa” (p. 106).

Un problema local sin explorar

En la Universidad del Valle, los cursos de matemdticas bésicas para carreras de
ingenierfa tienen altas tasas de reprobacién. Segtin Tenorio (2011), esto con-
tribuye directamente a la desercién educativa. Para actualizar los datos de este
estudio, se recopilaron las notas de dlgebra lineal de 2010 a 2017. La Tabla 1
muestra dos columnas por programa de ingenieria: la columna izquierda indica
el promedio anual y la columna derecha el nimero de estudiantes que com-
pletaron el curso. Por ejemplo, en 2012, 68 estudiantes de ingenieria eléctrica
completaron el curso con un promedio de 2.4. Las calificaciones estdn en una
escala de 1.0 2 5.0 y se requiere un minimo de 3.0 para aprobar. La tltima fila
muestra los promedios por programa de ingenieria. Por ejemplo, ingenieria de
sistemas tuvo el promedio mds bajo (2.5) durante los ocho afos observados
y 524 estudiantes completaron el curso de dlgebra lineal. La Gltima columna
muestra los promedios y el nimero total de estudiantes que completaron el
curso por afo. Por ejemplo, el promedio minimo (2.6) se registré en 2011,
2012y 2015.
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Tabla 1.

Promedio de notas por ingenieria, por ano y generales.

Agricola Civil  Alimentos Materiales  Sistemas  Eléctrica Electronica Industrial Mecanica Quimica  Sanitaria Tipografica General
2010 2,4 26 34 39 27 29 23 58 27 60 29 44 33 37 34 46 32 45 3 45 34 34 24 7229 535
2011 2,6 46 2,6 53 21 45 2,7 80 24 88 26 82 28 70 24 94 28 56 2,6 54 26 60 24 84 26 812
2012 2 58 26 58 2,6 52 25 75 23 67 24 68 31 55 27 76 27 64 3,1 41 25 56 2,5 63 2,6 733
2013 2,6 55 3 48 26 56 29 61 22 61 25 59 27 63 28 60 28 53 33 45 26 61 2,6 69 2,7 691
2014 2,7 50 34 49 3 39 29 61 32 47 3 56 34 45 33 60 32 48 32 59 32 43 26 65 3,1 622
2015 2,8 53 3,1 41 24 59 28 63 2 80 27 65 2,7 49 28 58 25 45 31 51 2,2 53 2,8 58 2,6 675
2016 2,7 62 34 70 26 84 29 80 24 96 29 79 34 62 26 92 26 83 2,7 78 3 73 31 86 28 950
2017 3,3 32 35 30 3 34 33 38 37 25 34 32 39 30 33 40 37 30 4 20 33 38 26 34 34 383

2,6 382 3,1 3838 2,6 398 2,8 516 2,5 524 2,7 485 3,1 411 2,8 526 2,9 429 3,0 393 2,8 418 2,6 531 2,8 5401
Nota: datos entregados por Registro académico
de la Universidad del Valle.
En términos generales, encontramos que los estudiantes de dlgebra lineal, en
los programas de ingenierfa tienen un bajo rendimiento. Los promedios estdn
por debajo del nivel de aprobacién.
Tabla 2.
Tasas de reprobacion de algebra lineal en los ultimos ocho anos, de los
doce programas de ingenieria de la Universidad del Valle en el periodo
2010 a 2017
Agricola Civil Alimentos Materiales ~ Sistemas  Eléctrica Electronica  Industrial  Mecanica Quimica  Sanitaria Tipografica General
2010 62% 16 28% 11 55% 16 64% 37 57% 34 41% 18 32% 12 22% 10 27% 12 33% 15 18% 6 58% 42 43% 229
2011 48% 22 60% 32 71% 32 48% 38 66% 58 50% 41 53% 37 61% 57 54% 30 63% 34 57% 34 62% 52 58% 467
2012 76% 44 52% 30 65% 34 56% 42 66% 44 62% 42 42% 23 47% 36 52% 33 32% 13 57% 32 62% 39 56% 412
2013 64% 35 40% 19 57% 32 38% 23 66% 40 54% 32 51% 32 50% 30 51% 27 29% 13 54% 33 51% 35 51% 351
2014 50% 25 29% 14 31% 12 39% 24 30% 14 36% 20 18% 832% 19 40% 19 29% 17 26% 11 51% 33 35% 216
2015 45% 24 41% 17 59% 35 46% 29 80% 64 48% 31 51% 25 47% 27 53% 24 31% 16 74% 39 41% 24 53% 355
2016 52% 32 23% 16 50% 42 39% 31 58% 56 43% 34 21% 13 58% 53 59% 52 47% 37 33% 24 36% 31 44% 421
2017 38% 12 23% 7 29% 10 34% 13 20% 5 31% 10 10% 330% 12 13% 4 10% 2 24% 9 53% 18 27% 105
55% 210 38% 146 54% 213 46% 237 60% 315 47% 228 37% 153 46% 244 47% 201 37% 147 45% 188 52% 274 47% 2556
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La Tabla 2 muestra que el promedio ponderado de estudiantes que repro-
baron 4lgebra lineal durante el periodo observado es del 47%. Segtin Tenorio
(2011), la tasa de reprobacién en ese momento estaba entre el 30% y el 40%, lo
que significa que ha aumentado en aproximadamente 10 puntos porcentuales.
Esto representa un alto nivel de fracaso escolar. Cabe senalar que estas tablas
solo tienen en cuenta a los estudiantes que completaron el curso y no incluyen
a aquellos que cancelaron la materia antes de terminarla. Estos indicadores
respaldan la justificaciéon del proyecto.

Entre los estudiantes existe una desmotivacion generalizada hacia el estudio
de las matematicas. Segtn investigaciones realizadas en el marco del programa
“Universidad y Culturas”, coordinado por Tenorio (2011), se ha observado
una actitud negativa hacia esta materia. Ademds, los estudios indican que
los estudiantes no poseen el capital cultural necesario para tener éxito en su
formacién y que la ensenanza de las matemadticas se basa en procedimientos
rutinarios.

A pesar de los esfuerzos institucionales por proporcionar infraestructura y
capacitar a los docentes en el uso de tecnologias en el aula, su impacto en la
educacién matemdtica sigue siendo limitado. Este proyecto busca promover
el uso de herramientas digitales para fomentar el desarrollo del pensamiento
matemdtico en el curso de dlgebra lineal. En particular, se alentard el uso coor-
dinado y orientado de programas como GeoGebra, Matlab, Matrix Calculator
y Mathematica para mejorar el razonamiento en este curso.

La Universidad del Valle adelanta una reforma curricular (Acuerdo No. 025
del Consejo superior de la Universidad del Valle, septiembre 25 de 2015) en
todos sus programas. En particular, en el Departamento de Matemdticas de la
Facultad de Ciencias, se estd ofreciendo apoyo a la reforma de los programas
de matemdticas que esta unidad académica ofrece para toda la Universidad.
Existe apertura para someter a discusién propuestas de innovacién para la
ensefanza de las matemdticas. En este escenario, la investigacién educativa
juega un papel importante para someter a prueba las actividades de aprendizaje
y los nuevos enfoques sobre la ensenanza de las matemadticas en general y del
dlgebra lineal, en particular.
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La importancia de las tecnologias digitales en la
Educacion Matematica

Como se senalé antes, hace mds de 40 anos autores e instituciones han ve-
nido destacando la importancia del empleo de las tecnologias digitales en
la ensenanza y en el aprendizaje de las matemdticas (NCTM, 2000; MEN,
2014; UNESCO, 2013; OCDE, 2015; Moreno, L. y Santos, L.M., 2016). Al
revisar buena parte de la literatura con enfoque en resolucién de problemas
matemdticos con tecnologias digitales, se adopté la idea de que las tecnolo-
gias digitales, por la forma en que han transformado la forma de comunicar,
interactuar, pensar y en general de vivir y convivir de los seres humanos, se
constituyen en una cualidad para generar conocimiento, tan importante
como la oralidad y la escritura. Asi como la escritura no desplazé la oralidad
en su momento, sino que reordenaron la manera de pensar y producir co-
nocimiento de los seres humanos con estos medios, es necesario explorar los
roles de esta nueva cualidad: ;cémo reacomoda las formas de construccién
de conocimiento cuando se promueve su participacién? (Borba y Villareal,
2005; Jacinto y Carreira, 2017; Villarreal y Borba, 2010). En el trabajo de
Jacinto y Carreira (2017) se afirma que:

Hoy tenemos fuertes evidencias de un cuerpo comprensible de investigacion de que el

uso de tecnologfas digitales en el aprendizaje de las matemdticas reformula y reorienta

el pensamiento matemdtico: favorece los enfoques experimentales y exploratorios,

promueve habilidades criticas y de indagacion, permite una variedad de estrategias,

desencadena la generacién de conjeturas y apoya demostracién matemdtica. Por

otro lado, el desarrollo de una fluidez tecno-matemdtica abarca la exploracién de las

posibilidades de varias herramientas matemdticas digitales, y esto puede beneficiarse
al conectar la tecnologia y los problemas matemdticos no rutinarios. (p. 1135)

En el 4mbito nacional y regional del Valle del Cauca, el Ministerio de Edu-
cacién Nacional (MEN), las secretarias de Educaciéon y la Universidad del
Valle han acatado las directrices generadas desde la investigacién educativa,
para implementar las tecnologfas digitales en Educacién Matemadtica. Gracias
a estos esfuerzos, las Instituciones Educativas cuentan hoy con infraestructura
y actualizacién parcial de los docentes en esta materia. Sin embargo, no es no-
torio el impacto que tienen estas iniciativas sobre los resultados de aprendizaje.

En el ano 2014, la UNESCO realizé el Acuerdo de Mascate, elaborado
mediante amplias consultas y aprobado en la Reunién Mundial sobre la
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Educacién para Todos (EPT) de 2014, que sirvié de fundamento para las
metas de educacién propuestas por el Grupo de Trabajo Abierto sobre los
Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS). La UNESCO, en coorganizacién
con la UNICEE el Banco Mundial, la UNFPA, el PNUD, La ONU, mujeres
y el ACNUR, realizaron en mayo de 2015 el evento denominado Educacién
2030. En dicho evento, los ministros de educacidn, los jefes y miembros de
delegaciones de los Estados participantes, los jefes de organismos y funcio-
narios de organizaciones multilaterales y bilaterales, los representantes de la
sociedad civil, de la profesién docente, de los jévenes y del sector privado,
construyeron el documento denominado Declaracién de Incheon y Marco de
Accion para la realizacion del Objetivo de Desarrollo Sostenible 4. Especifica-
mente esta declaracién construye una plataforma de trabajo para cumplir
el objetivo 4 del acuerdo de Mascate que dice lo siguiente: “Garantizar una
educacién inclusiva, equitativa y de calidad y promover oportunidades de
aprendizaje durante toda la vida para todos”.

Este objetivo implica trabajar en las dimensiones de equidad, equitatividad
y calidad. La calidad de la educacién matemdtica depende de varias variables,
entre ellas: el curriculo, la evaluacidn, la infraestructura escolar, el presupuesto,
los materiales, las actividades de aprendizaje, la formacién de los profesores,
entre otras. Esta tltima variable ha sido reconocida por diferentes investiga-
dores e instituciones como la variable preponderante en la determinacién de

la Calidad de la Educacién.
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Introduccion

La investigacién en diddctica ha reconocido la importancia del estudio de la
probabilidad debido a su papel instrumental en las ciencias y a su incidencia
en campos como la politica, la economia y otras ramas del saber, ademads se
destaca su utilidad en la cotidianidad, asi como su influencia en el desarrollo
del pensamiento critico y la toma de decisiones (Gémez Torres, 2016; Saldanha
y Liu, 2014; Sharma, 2012; Visquez y Alsina, 2017; Sanabria y Ntfez, 2017).
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Sin embargo, a pesar de que se ha reconocido la importancia del aprendizaje
y la ensefianza de la probabilidad y su necesidad de ser incluida en los disefios
curriculares y en la formacién de maestros, como bien lo indican Barragues y
Guisasola (2009) “la investigacién diddctica viene sefialando que los estudiantes
tienen dificultades para lograr un aprendizaje con comprension de los conceptos
y procedimientos formales relacionados con el azar” (p.128).

Estas dificultades se observan cuando los estudiantes se enfrentan a pro-
blemas que implican conceptos de probabilidad. Algunos de ellos llegan a
pensar que predecir resultados en situaciones de azar es totalmente imposible
(Sdnchez y Benitez, 1997). Otros tienden a relacionar los resultados de ex-
perimentos aleatorios con fenémenos fisicos o atribuyen dichos resultados a
poderes sobrenaturales y a la suerte (Amir y Williams, 1999; Sdnchez y Benitez,
1997). También existen quienes sostienen la creencia de que los resultados de
experimentos aleatorios estdn bajo el control de las personas que operan los
dispositivos generadores de aleatoriedad (Nicolson, 2005).

Los desarrollos de investigacién han mencionado como posibles causas de
estas dificultades el poco conocimiento de los maestros en este campo (Batanero
etal., 2016; Inzunza, 2014; Visquez y Alsina, 2014). Estrada y Batanero (2015)
consideran que “algunos profesores y estudiantes para profesor de educacién
primaria pueden sentirse inseguros al ensenar la probabilidad a los nifios, por
no haber recibido suficiente formacién sobre diddctica de la probabilidad o
no tener experiencia en su ensefanza’ (p. 239). También se ha insistido en
el poco espacio que brindan los libros de texto para fortalecer el pensamien-
to probabilistico, lo que se convierte en un obstdculo para su aprendizaje
(Rodriguez-Alveal et al., 2018).

Por otra parte, estudios de investigacidn desde diferentes perspectivas tedri-
cas y contextos culturales muestran que los estudiantes tienden a tener ciertas
creencias sobre la probabilidad que impactan negativamente su aprendizaje
(Angy Shahrill, 2014; Sharma, 2016). Gal y Ginsburg (1994) sostienen que las
dificultades con el aprendizaje de la probabilidad se deben a factores no cogni-
tivos, entre los que se destacan las creencias inapropiadas, lo que obstaculiza la
formacién de intuiciones por parte de los estudiantes, para Groth et al. (2021)
las creencias y los sistemas de creencias de los estudiantes “entran en conflicto
con la prictica disciplinaria normativa; estos sistemas de creencias incluyen
elementos como mitos, supersticiones, animismo y determinismo” (p. 242).
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Los maestros e investigadores han desarrollado diversas estrategias para
abordar las dificultades mencionadas, las cuales influyen significativamente en
los procesos de resolucién de problemas de probabilidad. Entre las estrategias
mis utilizadas en la Gltima década, se destaca el uso de herramientas digitales
especializadas en simulacién probabilistica, tales como Fhatom, Tinkerplost,
GeoGebra, Probability Explorer, Excel y otros recursos que ofrece internet, los
cuales han sido utilizados para indagar sobre los procesos de razonamiento de
los estudiantes, y determinar si la ensefianza mediada por tecnologia favorece
el aprendizaje formal de la probabilidad y fomenta las habilidades para resolver
problemas (Aizikovitsh-Udi y Radakovic, 2012; Ben-Zvi et al., 2012; Coutinho
y Caberlim, 2015; Giirbtiz y Birgin, 2012; Lee et al., 2010; Stack y Watson,
2013; Ydnez y Jaimes, 2013; Ruiz-Reyes et al., 2019).

Es importante resaltar que la investigacién en diddctica de las matematicas,
reconoce la resolucién de problemas como una actividad fundamental en el
proceso de aprendizaje de los estudiantes (Schoenfeld, 1992; Trigo, 1997; Mi-
nisterio de Educacién Nacional, 2003; NCTM, 2000; Benitez, 2006; English
y Sriraman, 2010, Fajardo 2023), se considera que la resolucién de problemas
desempena un papel central que dinamiza las matemdticas en todos sus campos
incluido el estudio de la probabilidad.

A continuacién, se exploran antecedentes teéricos derivados de investiga-
ciones relacionadas con creencias, resolucién de problemas y mediacién de
tecnologfa digital. El propésito es establecer conexiones entre estos elementos y
analizar su influencia en el proceso de aprendizaje de conceptos fundamentales

de probabilidad.

Acerca de las creencias de los estudiantes

La investigacién sobre el papel de las creencias de los estudiantes en el apren-
dizaje de las matemadticas ha venido en ascenso a partir de la década de los
afos ochenta, como respuesta a las dificultades que se evidenciaron después
de abordar la resolucién de problemas matemidticos solo desde la perspectiva
de elementos de tipo cognitivo (Galende et al., 2019; Pongsakdi et al., 2019).

75



RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS CON MEDIOS DIGITALES

El estudio de las creencias ha sido reconocido en el campo investigativo
como un componente del dominio afectivo, lo que se refleja en las multiples
publicaciones sobre el tema y en la difusién que se le ha dado en la literatura
internacional. Un claro ejemplo ha sido la publicacién de documentos tales
como: (a) The International Handbook of Mathematics leacher Education. Vo-
lume 1. Knowledge, Beliefs, and Identity in Mathematics Teaching and Teaching
Development (Portari et al., 2008); (b) Proficiency and Beliefs in Learning and
Teaching Mathematics: Learning from Alan Schoenfeld and Giinter Torner (Liy
Moschkovich, 2013), (c) Views and Beliefs in Mathematics Education. The Role
of Beliefs in the Classroom (Rott et al., 2018).

La investigacion reciente se ha preocupado por indagar e identificar qué
creencias tienen los estudiantes frente al aprendizaje de las matemdticas (Ga-
lende et al., 2019; Kele, 2018; Markovits y Forgasz, 2017; McDonough y
Sullivan, 2014; Roesken et al., 2011; Tarmizi y Tarmizi, 2010). Prendergast
et al. (2018), por e¢jemplo, reportan una investigacién que busca identificar
las creencias que tienen los estudiantes sobre la resolucién de problemas de
matemdticas; concluyen que los mayores estin mds convencidos que los mds
jovenes de que no todos los problemas pueden resolverse mediante la aplicacién
de procedimientos de rutina; pudo observarse en el estudio algunas diferencias
relacionadas con el género, manifiestas en que los estudiantes varones tenian
creencias mds positivas en relacién con la resolucién de problemas que con-
sumen mucho tiempo y el vinculo entre el esfuerzo y una mayor capacidad
para resolverlos. Proponen que a partir de la evaluacién de las creencias de
los estudiantes, se planifiquen e implementen intervenciones que permitan
transformar gradualmente las representaciones ingenuas sobre la naturaleza de
las matemadticas y la resolucién de problemas matemiticos.

Vesga-Bravo y Escobar-Sinchez (2018) presentan un trabajo orientado a
determinar si una propuesta pedagégica centrada en el marco tedrico de la
resolucién de problemas tiene impacto sobre las creencias de un grupo de
estudiantes de séptimo grado; se realizaron cinco actividades de resolucién de
problemas y un cuestionario con el fin de conocer las creencias de los estu-
diantes; después de realizar el andlisis cuantitativo de los datos se concluyé que
hubo mejores creencias después de la intervencién solo en el factor referido a
la velocidad de aprendizaje; los estudiantes fortalecieron sus creencias sobre la
importancia de esforzarse y no rendirse si no se pueden resolver los problemas
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en un corto periodo de tiempo. Los investigadores proponen que para lograr
intervenciones que modifiquen las creencias de los estudiantes sobre el apren-
dizaje de las matemadticas es necesario considerar otros aspectos que hacen parte
del contexto escolar.

Jader etal. (2017) por su parte realizaron un estudio para explorar las creen-
cias y el razonamiento de los estudiantes suecos de educacién secundaria al
resolver tareas no rutinarias. Después de recolectar datos a partir de sesiones
de resolucién de tareas obtenidas en grabaciones de video; soluciones escritas
de los estudiantes y entrevistas, se analizaron por separado los elementos de
razonamiento y creencias frente a la resolucién de las tareas no rutinarias.
Concluyeron que cuando los estudiantes trabajan en este tipo de tareas utilizan
varios enfoques de razonamiento que incluyen el razonamiento imitativo y el
razonamiento matemdtico creativo y estdn de acuerdo en que las tareas influyen
en la manera en que los estudiantes razonan, lo que contradice estudios previos
sobre las creencias de los estudiantes.

Francisco (2013) examind las creencias sobre el aprendizaje matemdtico de
cinco estudiantes de secundaria y su comportamiento frente a un problema
de probabilidad desafiante. El estudio fue de tipo longitudinal y buscé inferir
las creencias a partir de reflexiones de los estudiantes, por lo que se utilizaron
entrevistas y tareas matemadticas. Los resultados demostraron que los estudiantes
valoran el sentido del trabajo colaborativo, el aprendizaje por descubrimiento
y hacen enfisis en que los procesos matemdticos como la justificacién, las dis-
cusiones, las conexiones y la resolucién de problemas para hacer y aprender
matemdticas son muy importantes para los estudiantes. El estudio sugirié que
diferentes experiencias conducen a diferentes creencias y es por esto que los
profesores deben ayudar a los estudiantes a encontrar disposicién y compor-
tamientos positivos hacia la matemadtica.

Otra linea de interés de los investigadores en este campo ha sido la de ex-
plorar tipos de creencias especificas de los estudiantes frente al aprendizaje de
las matemadticas; entre otras las creencias de autosuficiencia y autopercepcién
que tienen los estudiantes frente al conocimiento de las matemdticas (Bonne y
Johnston, 2016; Kleitman y Gibson, 2011; Ozgen, 2013; Tirosh et al., 2013),
asi mismo las creencias epistemoldgicas que se relacionan con el rendimiento
académico frente a las matemdticas (Henschel y Roick, 2017; Vizcaino Escobar
y Manzano Mier, 2017), y las creencias cientificas (Beghetto y Baxter, 2012).
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En esta linea de investigacién, Lindfors et al. (2019) presentan un estudio
longitudinal, cuasi experimental, sobre las creencias que tienen los estudiantes
entre los 7 y los 9 afios en Nueva Zelanda sobre ellos mismos como aprendices
de matematicas, buscando identificar las relaciones entre la inteligencia de los
estudiantes, la autosuficiencia matemdtica especifica y el logro matemdtico.
Se utilizaron como herramientas de toma de informacién un cuestionario di-
seniado a medir las creencias generales de dominio de los estudiantes sobre su
capacidad para aumentar su inteligencia y creencias especificas de tareas sobre
su capacidad matemdtica, y una prueba de rendimiento matemitico. El estu-
dio arroj6 que los maestros, a partir de sus intervenciones en el aula, pueden
fortalecer la confianza de los estudiantes sobre su capacidad de aprender y de
paso aumentar su rendimiento académico. Por otra parte, los investigadores
recomiendan que agregar elementos psicolégicos al aprendizaje profesional
del profesor de matemdticas podria redundar en beneficios para el estudiante
en el aula de clase.

Alabau et al. (2020) han realizado una investigacién con estudiantes de edu-
cacién secundaria en la que buscan analizar los efectos del nivel académico y el
género sobre las creencias epistemoldgicas y sobre la resolucién de problemas
de los estudiantes; y analizar en qué contribuyen tanto las creencias episte-
moldgicas como el género sobre el desempefio en la resolucién de problemas.
A través del uso de cuestionarios de creencias sobre resolucién de problemas,
exdmenes sobre problemas tomados de pruebas PISA 2003 y después de su
respectivo andlisis cuantitativo, se llegd a concluir que entre mayor es el nivel
académico de los estudiantes, mis sofisticadas son las creencias sobre la resolu-
cién de problemas; por otra parte se observé que el género de los estudiantes
tiene una influencia significativa sobre las creencias epistemoldgicas pero no
sobre la resolucién de problemas. Los autores consideran que los estudiantes
deben mejorar frente a las creencias de resolucién de problemas, pero que esto
solo serd posible a través de una concepcién didéctica donde el eje del curri-
culo sea resolver problemas, resaltan el valor de las creencias epistemoldgicas
en el aprendizaje de las matemdticas como un elemento que puede afectar la
motivacion, las emociones y la ansiedad ante los problemas.

Otros investigadores se han procupado por identificar procesos de interven-
cién que permitan transformar las creencias de los estudiantes para facilitar
el aprendizaje de las matemdticas (Jankvist, 2015; Wang et al., 2019). Por
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ejemplo Stylianides y Stylianides (2014) reportan una investigacién en don-
de se busca dar respuesta a la pregunta ses posible desarrollar intervenciones
de corta duracién en las aulas de matemadticas que tengan un impacto en las
creencias especificas de resolucién de problemas de los estudiantes? Basando
su marco tedrico en la nocién de memoria episédica de Tulving y las creencias
de autosuficiencia de Bandura; se disenié un problema que se aplicé a los estu-
diantes, se tomaron videos de la implementacién y se realizaron observaciones
de campo; la investigaciéon concluyé que las intervenciones de corta duracién
en el aula pueden impactar positivamente aspectos afectivos y cognitivos de los
estudiantes, es decir que pueden incidir en la transformacién de las creencias
de los estudiantes frente a la resolucién de problemas.

Otra linea del estudio de las creencias que también ha despertado interés en
los investigadores es la que vincula las creencias con diferentes elementos del
dominio afectivo de las matemdticas y su relaciéon con el éxito o el fracaso en
el aprendizaje (Cerda et al., 2016; Di Martino y Zan, 2011; Molera Botella,
2012; Niepel et al., 2018; Martinez-Padrén, 2013; Pitsia et al., 2017). En esta
linea de trabajo, Pongsakdi et al. (2019) investigaron sobre el papel que tienen
las creencias y las variables motivacionales en la mejora de la resolucién de
problemas de palabras con contenidos matemadticos, el estudio se llevé a cabo
con estudiantes de cuarto y sexto grado de escuelas primarias. Los elementos
utilizados en la recoleccién de informacién fueron una prueba de resolucién de
problemas de palabras; un cuestionario de motivacién y otro de creencias sobre
resolucién de problemas de palabras con contenidos matemadticos. El estudio
concluyé que el programa de enriquecimiento de palabras (WPE) impacta
positivamente tanto el desempeno de los estudiantes, como sus creencias acerca
de la naturaleza de la resolucién de problemas con contenidos matemadticos.

Burrus y Moore (2016) examinaron qué tan importantes son las creencias
y las actitudes hacia las matemdticas en estudiantes cursantes de tercero y
cuarto ano de secundaria. Para ello aplicaron una encuesta en linea, denomi-
nada American College Test (ACT) cuyos puntajes fueron relacionados con
las calificaciones obtenidas en los cursos de matemdticas que habfan tomado
previamente. Los investigadores concluyeron que efectivamente las creencias y
las actitudes hacia las matemadticas de ese grupo de estudiantes son predictores
de su motivacién y comportamiento con respecto al logro en matemdticas;
asi mismo, se pudo concluir que esas actitudes y creencias se pueden alterar
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con intervenciones simples que tengan como objetivo cambiar los conceptos
erroneos de los estudiantes. Este tipo de intervenciones inciden sobre el com-
portamiento y los resultados educativos del estudiante.

Creencias de los estudiantes de secundaria frente a
conceptos asociados a la probabilidad

Diferentes estudios en educacién matemadtica se han centrado en identificar las
creencias y los sistemas de creencias de los estudiantes y su relacién con el de-
sarrollo del razonamiento probabilistico (Konold, 1991; Fischbein y Schnarch,
1997; Sédnchez y Benitez, 1997; Amir y Williams, 1999; Watson et al., 2004;
Sharma, 2006; Rubel, 2007) y dentro de esta disciplina se han identificado
cuatro perspectivas desde donde se ha abordado la ensefianza y el aprendizaje
de la probabilidad, ellas son: “actitudes y creencias, con potencial de influencia
cultural sobre ellas; la necesidad de comprender y apreciar el espacio muestral
como subyacente al cdlculo de probabilidades; la ley de los grandes ndmeros;
y dos temas secundarios avanzados, problemas binomiales y condicionales”
(Watson, 2014, p. 720).

A pesar de la importancia de estos estudios, la investigacién ha sido escasa en
los tltimos 10 afios, conservdndose atin algunos direccionamientos como los
propuestos por Amir y Williams (1999), quienes plantean que el lenguaje, las
creencias y la experiencia son elementos culturales que influyen en el conoci-
miento de los nifios sobre la probabilidad, siendo las creencias el componente
de mayor incidencia en el desarrollo del pensamiento probabilistico. Asimismo,
Konold (1991) argumenta que una de las principales razones por las que es
dificil la ensefianza de la probabilidad radica en que los estudiantes traen al
aula una variedad de creencias sobre el azar.

Los investigadores coinciden en que creencias como la suerte (Watson et
al., 2004), la intervencién divina (Sharma, 2006), el control humano sobre
los objetos generadores de aleatoriedad (Ang y Shahrill, 2014; Nicolson,
2005) estdn presentes en el razonamiento de algunos estudiantes al abordar
situaciones en las que intervienen eventos aleatorios, o al tomar decisiones en
situaciones de incertidumbre. En este sentido “una serie de estudios de inves-

80



UNA APROXIMACION AL ESTADO DEL ARTE SOBRE LA RELACION ENTRE CREENCIAS

tigacién desde diferentes perspectivas tedricas y contextos culturales muestran
que los estudiantes tienden a tener ciertas creencias sobre la probabilidad que
impactan negativamente su aprendizaje” (Sharma, 2016, p. 130). Frente a esta
problemdtica, se considera que el conocimiento de las creencias de los estu-
diantes, por parte de los maestros, es un elemento central para comprender sus
razonamientos y posiblemente ayudar a los estudiantes en el mejoramiento de
sus procesos de aprendizaje (Erazo y Aldana, 2015; Fajardo y Benitez, 2020;
McDonough y Sullivan, 2014; Prendergast et al., 2018).

Acerca de la resolucion de problemas

La resolucién de problemas es una actividad importante para el aprendizaje
de las matemadticas (Benitez, 2006; English y Sriraman, 2010; MEN, 1998;
NCTM, 2000; Santos-Trigo y Reyes-Martinez, 2014; Schoenfeld, 1992),
destacando Halmos (2018) que el corazén de las matemadticas son los proble-
mas y su resolucién va mds alld de lo meramente cognitivo, lo que obliga a
considerar otros factores como los de dmbito metacognitivo, social y afectivo
(Martinez-Padrén, 2021). Dicha importancia se ha visto reflejada en multiples
documentos yendo desde comunicaciones breves hasta memorias y libros de
investigadores de gran reconocimiento en el campo. Algunas de las publica-
ciones son: Mathematical Problem Solving (Schoenfeld, 1985), Learning and
Teaching Real World Problem Solving in School Mathematics (Jurdak, 2016),
Problem Solving in Mathematics Education [CME-13 Topical Surveys (Liljedahl
etal., 2016) y la Encyclopedia of Mathematics Education (Santos-Trigo, 2019).

Los trabajos de George Pélya y su libro Cdmo plantear y resolver problemas
(How to Solve I, el original en inglés), publicado en 1945, son considerados
iniciadores de la investigacidn sistemdtica sobre la resoluciéon de problemas de
matemdtica (Bingolbali y Bingolbali, 2019; Santos-Trigo y Reyes-Martinez,
2019). A partir de este trabajo seminal, English y Gainsburg (2015) identifican
dos enfoques: el primero es cémo ensefiar a los estudiantes a resolver problemas
de matemdtica y el segundo es definir cudl es el propdsito de esta resolucién
en el aula de clase.

Desde la linea de cémo ensefar a los estudiantes a resolver problemas,
en la dltima década se han reportado algunas investigaciones que continta
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tomando como referente los pasos propuestos en el modelo de Pélya (Eisen-
mann et al., 2015; Lee, 2016; Tjoe, 2019), siguiendo, al menos, algunas de las
etapas propuestas: entender el problema, disefiar un plan, llevar a cabo el plan
y mirar hacia atrds o examinar la solucién obtenida, centrando su atencién en
el mejoramiento de los estudiantes para enfrentarse a cualquier problema, a
través de una lista de pasos y algunas estrategias de solucién preestablecidas.

Hensberry y Jacobbe (2012) intentan aumentar las habilidades de resolucién
de problemas de los estudiantes al hacerles seguir las fases de Pélya y llevar un
diario del proceso. Sostienen que este tipo de experiencias puede conducir a
estrategias de solucién mds ricas y, a aumentar la capacidad para resolver pro-
blemas. Tjoe (2019) centra su estudio en “mirar hacia atris”, planteando que
realizar el andlisis retrospectivo de cémo se resolvié un problema, permite iden-
tificar otros métodos de solucién del mismo problema, advierte que la préictica
de “mirar hacia atrds” no se ha integrado de manera efectiva en la instruccién
en el aula por lo que propone considerar otros estudios que examinen un marco
pedagdgico que integre la necesidad de resolver problemas utilizando diferentes
métodos de solucién. Albarracin y Gorgorié (2014) se centran en “disefiar un
plan”, estudio enfocado en los planes y esquemas destinados a resolver pro-
blemas disefados por estudiantes, abordando problemas de Fermi, los cuales
involucran grandes nimeros. Concluyen que los estudiantes son capaces de
crear esquemas que incluyen estrategias matemdticas adecuadas para resolver
los problemas presentados.

Considerando que “tener un problema significa buscar de forma consciente
una accién apropiada para lograr un objetivo claramente concebido, pero no
alcanzable de forma inmediata” (Pélya, 1962, p. 177), entonces, para darle
solucién se debe activar un proceso de bisqueda de conocimientos y de heu-
risticas que puedan resultar de utilidad para lograr el objetivo.

Aunque los aportes de Pélya siguen siendo valiosos para el desarrollo del
campo de la resolucién de problemas con contenidos matematicos, “la investi-
gacién ha indicado que ensefiar a los estudiantes a usar estrategias generales de
resolucién de problemas y heuristicas tiene poco efecto en que los estudiantes
sean mejores solucionadores de problemas” (Lester y Cai, 2016), esta idea es
compartida por algunos investigadores destacados como Schoenfeld (1992),
English y Gainsburg (2015) y Bingolbali y Bingolbali (2019). La investigacién

posterior a los trabajos de Pélya, ha mostrado el camino para nuevas perspectivas
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en la resolucién de problemas, que apuntan a definir cudl es el propésito de la
resolucion de problemas en el aula de clase.

Otros investigadores han realizado estudios aproximdndose mds al enfoque de
Alan Schoenfeld, reconociendo que sus propuestas tienen fuertes raices en los
argumentos de Pélya; sin embargo, estdn de acuerdo en que cuando se quiere
trabajar utilizando la resolucién de problemas, como una estrategia didéctica, es
necesario tener en cuenta otros aspectos que van mds alld del uso de heuristicas.

Schoenfeld (1985) establece cuatro categorias para enfocar la resolucién de
problemas, a saber: los recursos, estrategias cognitivas, estrategias metacognitivas
y el sistema de creencias. Los recursos centrados en los conocimientos especificos
de matemadticas con los que cuenta un estudiante y que pueden ser utilizados al
abordar la resolucién de un problema; las estrategias cognitivas definidas como
las maneras y técnicas implementadas para encontrar caminos de solucién a un
problema; las estrategias metacognitivas, compuestas por actividades de control
asumidas por los individuos para monitorear y autoevaluar la resolucién de un
problema, tienen el propésito de no solo entender el enunciado del problema,
revisar los recursos y los caminos de solucién seleccionados, sino monitorear
los célculos, revisar si lo encontrado es solucién de problema y si existen alter-
nativas de solucién. Las creencias, entendidas como todo lo que una persona
piensa acerca de las matemdticas, o de una parte de ella, determinan la forma
como un individuo selecciona recursos y estrategias para resolver un problema.

La literatura evidencia, también, el impulso que se ha dado en la dltima
década a la propuesta de ensefiar matemdticas a través del método de resolver
problemas. Este método se apoya en el problema como el punto de partida
para el aprendizaje y el proceso de resolucién se convierte en el camino que
permite la construccién del conocimiento matemadtico.

Para Onuchic (1999) la ensenanza de las matemadticas a través de la resolucién
de problemas difiere de los enfoques que privilegian las reglas sobre el “como”,
abandonando de cierta manera el dominio de los procedimientos algoritmicos
o la adquisicién de conocimientos a través de la rutina o el ejercicio mental.
Dentro de este marco, se han realizado estudios de investigacién enfocados en
la educacién bdsica (primaria y secundaria) que dejan claro la vigencia de la
resolucién de problemas y la preocupacién por identificar elementos diddcticos
que puedan fortalecer a los estudiantes en el desarrollo de habilidades para
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plantear, definir y solucionar problemas (Jones e Inglis, 2015; S. Lee, 2016;
Sumirattana et al., 2017; Yuanita et al., 2018).

En esta linea Bingolbali y Bingolbali (2019) reportan una investigacién que
explora cémo se aborda la resolucién de problemas desde dos libros de texto
de matemdticas de grado sexto, los cuales se analizan desde tres enfoques de
ensefanza: “para, sobre y mediante” la resolucién de problemas. El estudio
muestra que ninguno de los libros fue guiado por un enfoque especifico de
los planteados para la ensefianza y concluyeron que siendo el libro de texto un
elemento esencial de guia para algunos maestros, se corre el riesgo de que estos
no sigan ningdn enfoque de resolucién de problemas en la préctica, lo que
podria afectar la calidad de la instruccién sobre el tema. Yuanita et al. (2018)
buscan identificar el papel de la representacién matemdtica como mediador
entre las creencias y la resolucién de problemas en estudiantes de secundaria,
utilizando el enfoque de la educacién matemadtica realista como un marco
para resolver y proponer problemas que se basan en rutinas diarias y situacio-
nes suficientemente conocidas por los estudiantes. Los resultados del estudio
muestran que el uso de este enfoque aumenta la confianza de los estudiantes al
abordar la solucién de problemas de aritmética y motiva a los estudiantes para
proponer sus propias ideas frente a situaciones o experiencias de la vida real.

Sobre la ensefianza y resolucidon de problemas de
probabilidad

Los procesos de resolucién de problema facilitan la comprensién de los conceptos
y potencian el desarrollo del pensamiento matemdtico (Schoenfeld, 1992); como
afirman Penalva et al. (2010) esta situacion no es diferente para el caso del dominio
de la probabilidad, por ejemplo, Batanero (2005) sostiene que, desde hace al-
gunos afios la investigacién sobre la ensefianza y la resolucién de problemas es
una de las lineas centrales de la investigacién sobre diddctica de la probabilidad.

Algunos investigadores se han centrado en analizar la capacidad que tienen
los estudiantes como resolutores y en identificar las posibles dificultades que
presentan en los proceso de solucién, al igual que en indagar sobre estrategias
que posibiliten el mejoramiento de sus competencias al abordar problemas
que involucren conceptos asociados con la probabilidad (Alonso-Castano et
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al., 2019; Awuah y Ogbonnaya, 2020; Beitzel et al., 2011; Huerta y Arnau,
2013; Penalva et al., 2010; Zahner y Corter, 2010).

Raya (2020), por ejemplo, describe algunas estrategias que utilizan los estu-
diantes para resolver problemas de probabilidad, haciendo énfasis en que estas
estrategias rara vez son estudiadas a profundidad. La investigacién concluye
que las estrategias usadas para abordar problemas de probabilidad varfan segiin
la capacidad que tenga cada individuo de comprender la informacién y del
conocimiento que posea cada persona al enfrentar situaciones de probabilidad.

Obersteiner et al. (2015) realizan un estudio sobre cémo los estudiantes
utilizan el razonamiento combinatorio en la resolucién de problemas; informan
que los estudiantes a menudo comienzan en el nivel mds alto sin una com-
prensién relacional y, de lo contrario, cometen ficilmente errores al intentar
ir de un nivel inferior a uno mds alto. Afirma que algunos estudiantes esperan
resultados més rdpidos utilizando férmulas, sin embargo, quienes muestran
una mayor comprensién de los conceptos obtienen mejores resultados. Por
su parte, Awuah y Ogbonnaya (2020) presentan un estudio en esta linea que
busca identificar qué tan competentes son los estudiantes para resolver proble-
mas de probabilidad. Utilizando tablas de contingencia y diagramas de drbol,
observaron que, aunque los estudiantes podian dibujar algunos diagramas, no
podian interpretar el diagrama ni utilizarlo adecuadamente en la solucién de
problemas; se observé que esta dificultad es fruto de que los estudiantes no
tengan una comprension completa de las leyes y principios de la probabilidad.

Otros investigadores se han preocupado por identificar cémo incide la
resolucién de problemas en la comprensién conceptual de elementos de la
probabilidad (Busadee y Laosinchai, 2013; Martin y Theis, 2012; Coenen et
al., 2018; Heyvaert et al., 2018). En esta linea se destaca el trabajo de Martin
etal. (2018), en donde se abordan problemas de probabilidad como una tarea
matemdtica que le permite al estudiante el desarrollo de nuevos conocimientos
a partir de la comprensién de los conceptos involucrados en los problemas
planteados. En el estudio, se discuten argumentos de gran relevancia tales como
la importancia del trabajo colaborativo en la solucién de problemas de proba-
bilidad, la importancia de establecer una conexién entre los enfoques tedrico
y experimental para apoyar el pensamiento probabilistico de los estudiantes
y algunos elementos que permiten identificar la probabilidad, como una de
las ramas de las matemadticas con una connotacién menos negativa que otras.
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Investigaciones han documentado el uso de recursos utilizados en el aula,
entre otros el apoyo que brindan los libros de texto a los maestros, desde los
enfoques de resolucién de problemas que se plantea en ellos (Lonjedo et al.,
2012; Sanchez-Acevedo, 2017).

Por otra parte, la investigacidn sobre la ensefianza y resolucién de problemas
de probabilidad en los tltimos anos se ha centrado principalmente en problemas
que involucran el andlisis combinatorio (Busadee y Laosinchai, 2013; Coenen
et al., 2018; Zahner y Corter, 2010), asi como en problemas de probabilidad
condicional (Huerta y Bresd, 2013; Lonjedo et al., 2012; Zahner y Corter,
2010) y en menor escala al uso de representaciones graficas en la resolucién de
problemas (Awuah y Ogbonnaya, 2020; Obersteiner et al., 2015).

Acerca de la tecnologia digital en la ensefianza y
aprendizaje de la probabilidad

La investigacion sobre el impacto de la tecnologia en el aprendizaje de las mate-
miticas se ha multiplicado considerablemente (Ball et al., 2018; Drijvers et al.,
2016; Drijvers, Kieran, etal., 2010), un grupo significativo de investigadores ha
realizado estudios que sustentan la importancia que puede tener el uso apropiado
de las herramientas digitales en el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes (Artigue, 2010; Kuzle, 2013; Santos-Trigo et al., 2016).

Heid (2018) considera que la incorporacién de tecnologia digital especifica de
matemdticas en la instruccién de los estudiantes puede cambiar las representa-
ciones que ven, la actividad matemdtica en la que participan y el contenido ma-
temdtico que aprenden. En este sentido, se ha planteado que el uso de software
dindmico como GeoGebra y Cabri, asi como algunas aplicaciones de internet,
propician maltiples representaciones y visualizaciones, favoreciendo la compren-
sién de los conceptos matemadticos (Goos, 2014; Manuel Santos-Trigo et al.,
2016; Santos-Trigo y Machin, 2013). Otros argumentan que hacer uso de herra-
mientas digitales al resolver problemas no rutinarios de matemadticas fomentan
la creatividad de los estudiantes (Goos, 2010). Santos-Trigo y Machin, (2013)
afirman que la tecnologia digital brinda distintas posibilidades para que los es-
tudiantes representen, exploren y resuelvan tareas matemdticas, y Leung (2011)
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considera que la tecnologia es una herramienta pedagdgica que puede enriquecer
la capacidad cognitiva de los estudiantes.

Especificamente en el drea de probabilidad, algunos investigadores consi-
deran que las herramientas que brinda la tecnologia permite generar una gran
cantidad de informacién, ademds de producir de manera rdpida diferentes
tipos de representaciones y la ventaja de realizar cdlculos con facilidad, lo que
redunda en que los estudiantes puedan dedicar mds tiempo a la comprensién
de los conceptos (Batanero et al., 2016; Borovenik y Kapadia, 2010; Parzysz,
2018). Un ejemplo que respalda estos planteamientos puede observarse en la
Figura 1. En donde se presenta una simulacién realizada con GeoGebra en la
que se observan 1000 lanzamientos de un par de dados, los resultados de la
suma de los dados, asi como sus frecuencias absolutas y relativas.

Figura 1.

Simulacion en GeoGebra para 1000 lanzamientos de dos dados

Valor | Recuento Valor | Frecuencia Relativa

2 27 2 0.03

3 60 8- 0.06

4 7l 4 0.07

5 134 5 0.13

6 139 6 0.14

; 7 156 7 0.16
". e 136 8 0.14
9 114 ] 0.11

10 79 10 | 0.08

11 64 11 0.06

12 20 12 0.02

?
- | .
+ .

Como lo argumentan Pratt y Kazak (2018) “la investigacién continta sugi-
riendo que ciertos tipos de tecnologia, utilizados en situaciones cuidadosamente
disenadas, pueden ofrecer oportunidades para el aprendizaje probabilistico que
van mis alld de las disponibles en la experiencia diaria” (p. 211).
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Prodromou (2012) sostiene que la tecnologia digital que ayuda en la mani-
pulacién y representacién de datos, facilita a los estudiantes realizar inferencias,
sin depender exclusivamente de la comprensién cldsica de la probabilidad, en
este sentido, la investigacion viene enfatizando en que la probabilidad debe
ensefarse a partir del andlisis de fenémenos del mundo real, por lo que, tanto
la modelacién como la simulacién de estos fenémenos se han convertido en
un objeto de estudio central en el campo (Batanero et al., 2016).

Giirbiiz y Birgin (2012) han investigado sobre cudles son los efectos de la
ensenanza asistida por computador (CAT) para remediar conceptos erréneos
que los estudiantes tienen sobre la probabilidad. Utilizando herramientas
digitales como el soffware Macromedia Dreamweaver, Flash MX 2004, el
lenguaje Javay el editor NetBeans, con el fin de crear sus propias animaciones
y simulaciones enfocadas en comparaciones de probabilidad y los conceptos
de equiprobabilidad y representatividad, concluyeron que la CAT favore-
ce el aprendizaje de la probabilidad y la transformacién de los conceptos
erréneos, ya que permite al estudiante participar en la construccién de su
propio conocimiento, asociar su aprendizaje con la vida real e incrementar
su motivacién por el aprendizaje.

Yéfiez y Jaimes (2013) presentan un trabajo en el que indagan sobre los
procesos de razonamiento probabilistico de los estudiantes, respecto a la ley
de los grandes nimeros. Se apoyaron en el uso de simulaciones generadas en
el software Probability Explorer, asumiendo que la simulacién computacional
de la probabilidad permite superar algunos sesgos y malas concepciones de los
estudiantes. Al respecto, concluyen que para que los estudiantes comprendan
los conceptos de variabilidad en el corto plazo y estabilidad de las frecuencias
relativas deben realizarse actividades bidireccionales que involucren el espacio
muestral y los resultados obtenidos.

English y Watson (2016) informan sobre una investigacién en donde estu-
diantes de educacién primaria experimentan sobre los conceptos de variacién y
expectativa a partir del lanzamiento de monedas, utilizando en algunas ocasiones
simulaciones con el apoyo del soffware TinkerPlots. Entre los hallazgos reportan
que los estudiantes desarrollaron una mejor comprensién de la relacién entre
frecuencia relativa y probabilidad teérica, asi como sus respectivas asociaciones
entre variacién y expectativas. En general, los estudiantes mostraron mejores
niveles de comprensién frente a la probabilidad.
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Reflexiones finales

Como se evidencia en la literatura presentada, al explorar las creencias de los
estudiantes, el objetivo primordial se centra en desarrollar estrategias que po-
tencien la eficacia de los procesos de ensenanza y aprendizaje. Estas estrategias
tienen como propdsito principal ayudar a los estudiantes a superar las creencias
menos favorables relacionadas con la resolucién de problemas y el aprendizaje
de las matemdticas.

Por otra parte, el aumento de la investigacién en torno al empleo de soffware
dindmico en la resolucién de problemas ha permitido una mejor comprension
de las conexiones entre las representaciones, habilitando la capacidad de brindar
retroalimentacién acerca de las acciones de los estudiantes y ofreciendo una
variedad de enfoques. Por estas razones, se considera que el uso de soffware
dindmico es beneficioso para el aprendizaje de las matemdticas.

Desde esta perspectiva, el uso de tecnologia digital adquiere una mayor
relevancia cuando se trata de abordar la resolucién de problemas. Ademis, su
efectividad se ve potenciada por el estimulo y el interés que los dispositivos
electrénicos despiertan en los jovenes, lo que puede contribuir a modificar
algunas creencias arraigadas en dominios especificos de las matematicas, como
es el caso particular de la probabilidad.
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Introduccion

Un desafio importante en la ensenanza y el aprendizaje de las matemadticas es
estudiar la transicién de una explicacién / argumento empirico (incluida la
elaboracién de conjeturas) a una prueba matemdtica aceptable. En la investi-
gacién de Dynamic Geometry Environment (DGE) se ha trabajado mucho
para estudiar como se puede usar el modo de arrastre para facilitar los procesos
de generacién de conjeturas de los estudiantes, pero todavia hay una brecha
en la investigacion sobre el proceso de razonamiento de los estudiantes para
proporcionar una explicacién o demostracién matemdtica sobre lo que des-
cubren empiricamente. Es por ello crucial ahora centrar un interés en el que
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se detalle del proceso, las operaciones cognitivas y elementos de control que
se vinculan y emergen de la actividad del estudiante cuando este resuelve un
problema de geometria y se involucra en exploraciones dentro de un sistema
de geometria dindmica (DGE).

Interés de investigacion

Esta propuesta de investigacién ha sido presupuestada con elementos tedricos
desarrollados por Duval (1995, 1998, 2004, 2005) describiendo explicitamente
las aprehensiones que emergen cuando se trabaja con figuras geométricas, y el
tipo de modificaciones y operaciones cognitivas que dan cuenta de las apre-
hensiones previstas. También se ha referenciado la existencia de elementos que
permiten caracterizar operaciones cognitivas que se pueden promover a través
de estructuras de control (Marmolejo Avenia, 2014; Marmolejo Avenia et al.,
2017; Marmolejo Avenia y Vega Restrepo, 2012; Marmolejo et al., 2020).
Nuestro objetivo principal es investigar mds a fondo las operaciones cognitivas
y estructuras de control que ocurren durante la generacién de conjeturas en la
resolucién de problemas en un (DGE). Tales operaciones y estructuras estdn
asociadas a la visualizacién que permiten las figuras y a la geometrfa dindmica
que ofrece el medio computacional.

Es importante reconocer un aumento en el interés de la visualizacién en la
ensenanza de las matemdticas, el uso sostenido de herramientas computacionales
como los computadores graficos y software dindmicos, permitieron establecer
en las comunidades de aprendizaje una mejor tendencia en investigacién por
el papel que determina esta actividad cognitiva en el aprendizaje y ensehanza
de las matematicas.

El Problema

La educacién matemdtica en Colombia hoy por hoy enfrenta grandes desafios
en atencién a diversas problemadticas de orden académico y curricular en torno
a la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Tales cuestionamientos han
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impulsado en cierta medida la necesidad de reformar, o mds bien, de lograr
construir una propuesta curricular capaz de soportar un cambio de ruta.

Uno de los fines de la educacién matemdtica es precisamente lograr un
nivel de desarrollo enmarcado en el ser “matemdticamente competente” en
el que se requieren ambientes de aprendizaje nutridos de situaciones que po-
sibiliten avanzar a niveles cada vez mds complejos (Ministerio de Educacién
Nacional, 2000).

En el caso puntual de la Educacién Matematica escolar, la estructura curri-
cular fija unas metas bdsicas y formula estrategias para lograr un acercamiento
a ellas, contemplando aspectos que se definen desde los Lineamientos Curricu-
lares, como los procesos generales: razonamiento; la resolucién y planteamiento
de problemas; la comunicacién; la modelacién y la elaboracién, comparacién y
ejercitacién de procedimientos. Estos procesos se relacionan con Pensamientos,
tales como; pensamiento numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional,
los cuales giran alrededor de Sistemas Numéricos, como los geométricos, de
medida, de datos, algebraicos y analiticos.

Tal estructura invita a pensar y a plantearse que aprender matemadticas desde
los primeros anos de escolaridad va mds alld de memorizar un conjunto de
definiciones, algoritmos y técnicas para resolver actividades rutinarias (Benitez,
20006). Es entender las matemdticas no como los resultados de una actividad,
sino como la actividad misma; no como un producto, sino como un proceso
complejo que alberga tanto los resultados y las técnicas, los interrogantes, las
conjeturas y los métodos que en una época dada permiten que un proceso
determinado se transforme en un objeto matemdtico (Recalde, 2017).

¢{Qué se desea responder?

En términos generales esta propuesta atiende una problemadtica que puede verse
de distintos focos, en particular desde la Diddctica de las matematicas, en el
que se vinculan aspectos desde lo cognitivo y lo instrumental, de esta manera
se plantea la siguiente pregunta que abarca de manera general un interés y
una preocupacién: ;Qué estrategias cognitivas subyacen en un proceso de
conjeturacion en estudiantes de licenciatura en matemadticas de primer ano,
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al resolver problemas que vinculan lineas y puntos notables de figuras planas
dado un ambiente de geometria dindmica?

De esta manera se espera responder caracterizando de manera detallada y
situada un proceso de conjeturacién, dados los focos de interés en el que sub-
yacen teorias que han trasegado en aspectos cognitivos e instrumentales que
emergen de procesos de conjeturacién dado ambientes de geometria dindmica.

Es por ello que propiciar en el aula un ambiente donde los estudiantes puedan
comunicar sus ideas, hacer preguntas, usar multiples representaciones, hacer
conjeturas, establecer estrategias de resolucién y formular contraejemplos se
convierte en un buen pretexto por el cual abogar, discutir y reflexionar en cuanto
a la ensenanza y aprendizaje de las matemdticas. Mds aun cuando el interés se
centra en el registro de las figuras geométricas y el proceso de conjeturacion
desde un punto de vista cognitivo y computacional.

¢Como se va a considerar?

El presente Proyecto de investigacién se ubica en la linea de formacién en
tecnologia de la informacién y la comunicacién en Educacién Matemadtica
con un enfoque acentuado en la resolucién de problemas y en la existencia
de elementos que permiten caracterizar operaciones cognitivas que se pueden
promover a través de estructuras de control (Marmolejo Avenia, 2014). Desde
esta perspectiva este trabajo de investigacién documentard y rastreard los efectos
que genera el uso de los DGE en un campo como la educacién matemadtica, en
particular en geometria y detallando procesos de conjeturacién que vinculan
operaciones cognitivas subyacentes a elementos de control visual.

De esta manera se pretende contextualizar nuestro estudio dentro de la litera-
tura, que describe la forma en que estd situado dentro de los estudios de conje-
turacién geométrica y en particular cémo un ambiente de geometria dindmica
(DGE) podria contribuir a la ensenanza de las matemdticas y el aprendizaje en
este campo. La fenomenologia del soffware como los objetos, las operaciones
(trasformaciones geométricas) y las relaciones (paralelismo, perpendicularidad y
pertenencia) son rasgos caracteristicos del DGE, pero es necesario y fundamental
en la caracterizacién de un proceso de conjeturacién, vincular las operaciones
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cognitivas que emergen cuando un estudiante resuelve un problema en un DGE
aunado a estructuras de control en la formulacién y desarrollo de un problema.

De otra manera, pero en consonancia con lo anterior, poder garantizar la
formacién en uso educativo de las tecnologias computacionales en especial los
ambientes de geometria dindmica (DGE) en los programas académicos en las
licenciaturas y propender por una educacién de calidad, se debe atender por
la alta cualificacion de los futuros docentes en las construcciones de mejores
Précticas Educativas que involucren la reflexién, la integracién, la evaluacién,
la exploracién a los nuevos retos de una sociedad cada vez mds digital.

¢Por qué es un problema?

Se atiende como un problema el hecho de no considerar en los procesos centrales
de pensamiento matemdtico un aspecto que se atiende desde la Diddctica de
la matematica, el aspecto cognitivo de la ensenanza y aprendizaje de las mate-
miticas, los procesos cognitivos que emergen y mds ain cuando se vinculan
escenarios distintos a los usuales, como es el caso de la tecnologia digital, el
caso de los ambientes de geometria dindmica (DGE).

Si bien es cierto que hoy por hoy en las distintas instituciones educativas de la
regién del Valle del Cauca, en especial la ciudad de Cali, se enfatiza en ambientes
de aprendizaje distintos a los usuales, en los cuales se promueve el uso de tecnologia
computacional en las actividades de aula, y aunque no es nuevo hablar de ello, ya
que por mucho mds de 20 afos su incorporacién ha sido gradual en los sistemas
escolares, se ha requerido de un formalismo que conlleve a una sistematizacion
de experiencias y resultados comprobados que den cuenta de este proceso. Es
por ello que, desde esta perspectiva, emprender trabajos de investigacién que
documenten y rastreen los efectos que genera el uso de la tecnologfa en un campo
como la educacién matematica, es de vital atencién.

La resolucién de problemas en la investigacién en educacién matemdtica ha
sentado un precedente importante en el proceso de construccién de conjeturas
en particular en geometria dinimica (Santos, 2023). El contexto de resolucién
de problemas, en particular con el uso de ambientes de geometria dindmica,
permite desarrollar modelos matemadticos en el que emergen uso de descripciones,
explicaciones y de diversos sistemas de representacién (Santos y Benitez, 2000).
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La investigacién especializada ha contribuido en el detalle de pseudomodelos en
la identificacién y respaldo de conjeturas matemdticas a través del uso del soffware
dindmico (Benitez, 2006) y modelos para la generacién de conjeturas en DGE
(Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010) en el cual presentan un modelo que describe
un proceso de generacién de conjeturas que inicialmente fue desarrollado por
Ferdinando Arzarello, Chiara Micheletti y Federica Olivero (1998)que describe
procesos cognitivos que ocurren durante la fase de generacién de conjeturas en
la resolucién de problemas. Por otra parte, Leung et al. (2013) presentan un
modelo cognitivo que permite moverse en un dominio epistemolégico en cuanto
al entorno de geometria dindmica DGE y lo estdtico de la axiomdtica euclidiana
en la descripcién de procesos cognitivos e identificacién de invariantes.

Sobre la base de estos hallazgos y su gran incidencia como herramienta de
investigacién en la Didéctica de las matemdticas (DM), este estudio se centrard
en la construccién y seguimiento de conjeturas geométricas en un DGE bajo
un modelo preliminar “Modelo de programacién de construcciones” (Santos
& Benitez, 2006) que describe una manera gradual en particular de caracterizar
el proceso de conjeturacién para posteriormente desembocar en la conjetura,
que implica inducir una propiedad geométrica especifica e intentar mantenerla
a través del uso condicionado de la herramienta de arrastre caracterizando la
siguiente secuencia instruccional: (i) identificar visualmente la conjetura; (ii)
examinar si la conjetura pertenece a una familia de objetos isomorfos (prueba
de arrastre); (iii) construir una macro que reproduzca la construccién y verificar
si la conjetura se mantuvo en objetos generados por la macro; (iv) cuantificar
y verificar propiedades de objetos matemdticos para detectar patrones; y (v)
presentar argumentos formales para probar la conjetura emergente.

Dado que esta investigacién presupuesta vincula ambientes de geometria
dindmica en la descripcién de un proceso de conjeturacién en la manipulacién
de figuras geométricas triangulares, se detallard todo este proceso a la luz de
las operaciones cognitivas que brindan a las figuras su productividad heuristi-
ca (Duval, 1998) y las estrategias de control como el conjunto de elementos
que permiten expresar los medios necesarios para tomar decisiones, promover
juicios y decidir si una accidn es relevante o no, o si un problema est4 resuelto
(Balacheff y Gaudin, 2010); lo cual permitird mostrar en esta investigacién
que en el proceso de conjeturacién en un DGE, las operaciones cognitivas y
estrategias de control que emergen en su desarrollo, bajo este modelo previo
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de programacién, aportarin metodolégicamente como herramienta de inves-
tigacién en la diddctica de las matemadticas.

Serd indispensable vincular las operaciones cognitivas emergentes en el de-
sarrollo de un proceso de conjeturacién con las estructuras de control visual,
puesto que permiten entender cémo un estudiante se enfrenta a un proble-
ma, a una pregunta en un DGE, el qué, por qué y para qué hizo lo que hizo,
cudl es la estrategia cognitiva que emerge en el ir y venir de la resolucién del
problema o la pregunta dada o simplemente en los interrogantes que se entre-
tejen cuando se intenta dar solucién a un interrogante mayor, qué actividades
cognitivas subyacentes de la actividad geométrica coadyuvan en el proceso de
conjeturacion en un DGE.

¢Qué sucede si no se resuelve?

Por tal razén y en consecuencia a lo mencionado anteriormente, el no abordar
en la investigacién de procesos de conjeturacién en geometria dado un DGE,
aspectos cognitivos en relacién al cémo aprenden y desarrollan su capacidad
de aprender, limitard en gran manera una caracterizacién amplia y detallada
de las distintas fases o instancias del desarrollo intelectual humano cuando
este resuelve un problema en matemadticas dado un ambiente computacional,
ademds limitard una mirada cognitiva desde lo fenomenolégico de un DGE
cuando se estd trabajando con una figura geométrica y lo que permite y emerge
en su tratamiento figural. Incluso son pocos los trabajos de investigacién que
han fijado su mirada desde focos cognitivos por el estudio detallado de los
procesos de conjeturacién en un DGE.

Antecedentes

La tesis doctoral del profesor David Benitez Mojica, Formas de razonamiento
que desarrollan estudiantes universitarios en la resolucion de problemas con el uso
de tecnologias, dentro de sus conclusiones plantea que el uso de la tecnologia en
la resolucién de problemas ayudé a amplificar el dominio de recursos matema-
ticos que poseia el alumno, generando la oportunidad de emprender acciones
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en las que el estudiante tuvo dificultad para realizarlas con ldpiz y papel y que
esta dimensién amplificadora del uso de la tecnologia ayudé a los estudiantes
a que tuvieran un dominio expresivo mayor que el mostrado en la solucién de
problemas con ldpiz y papel, también pudieron tener acceso a un rango mds
amplio de problemas complejos.

También reflexiona acerca del tipo de estrategias que utilizan los estudiantes
para controlar, extender y refinar conceptos matemdticos. Una conclusién fue
que dentro de las estrategias meta-cognitivas el uso de la tecnologia posibilit6
ampliar las estrategias de control en la resolucién de problemas, puesto que
el uso de la calculadora coadyuvé a realizar los cdlculos y a dar indicios sobre
la validez del modelo y el empleo del entorno Cabri (DGE) para hacer trazos
que les permitieron ver lugares geométricos y detallar el rol esencial en el pro-
ceso, asi como la prueba del arrastre para acotar dominios geométricos de una
determinada propiedad.

En términos generales, se puede concluir que el uso de ambientes de geo-
metria dindmica ofrecié a los estudiantes distintas posibilidades de interacciéon
con las situaciones problemadticas. La seleccién de un DGE influye de manera
importante en la seleccién de recursos y estrategias permitiendo que los estu-
diantes vean la solucién de un problema desde diferentes dangulos o perspectivas
(Benitez, 20006).

La tesis doctoral del profesor Gustavo Marmolejo Avenia, Desarrollo de la
visualizacion a través del drea de superficies planas. Andlisis de libros de texto colom-
bianos y espanoles, su propésito fue aportar elementos de reflexion sobre el disefio
y uso de textos escolares de Espana y Colombia con relacién al papel de la visua-
lizacién como objeto de reflexion en el tratamiento del drea, detall6 elementos
muy valiosos para la investigacién en educacién matemdtica, en particular en la
ensenanza de la geometria. En donde el andlisis de los resultados demostré que
los libros al incluir las estructuras de control visual estudiadas en la investigacién
favorecen de forma considerable el desarrollo visual. Por consiguiente, el acto
cognitivo de visualizar no es un asunto de constatacién inmediata y simple, sino
de percepcién de tratamiento(s) de la informacién, que para el caso particular
del aprendizaje de la geometria es de vital importancia un estudio detallado y
estructural (Duval, 1998; Marmolejo Avenia y Vega Restrepo, 2012).

Por otra parte, contamos con los trabajos del grupo italiano conformado por
los profesores Ferdinando Arzarello, Alexandra Mariotti y Ana Baccaglini en el
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cual presentan un modelo que describe un proceso de generacién de conjeturas
que inicialmente fue desarrollado por Ferdinando Arzarello, Chiara Micheletti
y Federica Olivero (1998), en el que se determina los procesos cognitivos que
ocurren durante la fase de generacién de conjeturas en la resolucién de pro-
blemas y se detallan, sustentan y exponen el papel de la conjetura y el proceso
de conjeturacién y sus distintas maneras de construccién en ambientes de
geometria computacional y lo que subyace el adentrarse en una distinta y nueva
fenomenologia que ofrece la tecnologia computacional, en especial cuando se
da énfasis al arrastre como instrumento.

En el afo 1998 cuando se efectda el encuentro anual International Group
for the Psychology of Mathematics Education (PME) realizado en Stellenbosch,
Sudifrica, los profesores Ferdinando Arzarello, Chiara Micheletti, Federica
Oliveri y Ornella Robutti elaboran un informe de investigacién titulado: Un
modelo para analizar la transicion a pruebas formales en geometria, en el que se
esboza un modelo para interpretar los procesos de exploracién de situaciones
geométricas, formulando conjeturas y posiblemente probdndolas. Subraya una
continuidad esencial del pensamiento que gobierna la transicién exitosa de la
fase de conjeturas a la de prueba, mediante exploracién y heuristica adecuada.
Los puntos esenciales son los diferentes tipos de control del sujeto con respecto
a la situacidn, es decir, ascendente vs descendente y el cambio de uno al otro. Su
principal consecuencia diddctica consiste en el cambio que provoca el control
sobre las relaciones entre objetos geométricos.

Posteriormente en el ano 2002 este grupo en cabeza del profesor Ferdinan-
do Arzarello publican un articulo de investigacion en la ZDM: Un andlisis
cognitivo de las prdcticas de arrastre en entornos Cabri, alli el arrastre en el
software de geometria dindmica (DGS) se describe introduciendo una jerar-
quia de sus funciones. Esto es adecuado para clasificar diferentes actitudes y
objetivos de los estudiantes que investigan un problema geométrico, como
explorar, conjeturar, validar y justificar. Ademds, la jerarquia tiene caracte-
risticas cognitivas y se puede utilizar para describir las dos modalidades, a
saber, ascendente y descendente, en las que los estudiantes interactian con
representaciones externas (por ejemplo, dibujos de Cabri). Pasar de una mo-
dalidad a otra, a través del arrastre, a menudo les permite producir conjeturas
fructiferas y pasar del lado empirico al teérico de la cuestién. La génesis de
funciones tan diferentes en los estudiantes no ocurre automdticamente, sino
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que es la consecuencia de intervenciones diddcticas especificas del profesor
en los alumnos.

Estos trabajos previos dieron lugar y cabida al nacimiento de otras ideas
subyacentes a esta propuesta inicial. Ejemplo de ello las profesoras Alexandra
Mariotti y Ana Baccaglini, por su parte, construyen con una propuesta ambi-
ciosa y mayuscula en el campo de la educacién matemdtica en cuanto al papel
de la conjetura en DGE. En el afio 2010 divulgan para la revista internacional
de computadoras para el aprendizaje matemadtico: Generacion de conjeturas en
geometria dindmica: el modelo de mantenimiento de arrastre, el cual se centra
especialmente en los procesos cognitivos que pueden ser inducidos por deter-
minadas formas de arrastre en Cabri. Ademds, han concebido un modelo que
describe algunos procesos cognitivos que pueden ocurrir durante la produccién
de conjeturas en geometria dindmica y que parecen estar relacionados con el
uso de modalidades de arrastre especificas.

Este modelo de conjeturas MD parece describir y predecir apropiadamente
el comportamiento de los estudiantes, en los casos en los que se han apropiado
los esquemas de arrastre. El modelo también se puede utilizar para descubrir
y describir las dificultades cognitivas que surgen de episodios en los que el
modelo no parece aplicarse. Por otra parte, la investigacion contribuye con la
concepcién de una nueva nocién conceptual, argumentacién instrumental, la
cual parece proporcionar una descripcién de una manera particular en la que
un DGE puede contribuir a la fase de conjetura, dando al solucionador un
nuevo medio para desarrollar argumentos. En el que se cree que la nocién de
argumento instrumentado, y potencialmente los de diferentes tipos de argu-
mentos instrumentados, pueden convertirse en herramientas explicitas para
usar durante las argumentaciones en un DGE, y estas pueden ser discutidas en
el aula a un meta-nivel. Los argumentos instrumentados pueden convertirse
entonces en un tipo explicito de argumentos que los estudiantes pueden elegir
utilizar conscientemente (Mariotti y Baccaglini, 2010).

Adjunto al trabajo elaborado por Alexandra Mariotti y Ana Baccaglini en
el ano 2010, ese mismo afio la profesora Ana Baccaglini se doctora con la
investigacion: Conjeturar en geometria dindmica: un modelo para la generacion
de conjeturas mediante el mantenimiento del arrastre, el cual funge como ante-
cedente tedrico en la investigacién posterior ya mencionada, en el que describe
las raices tedricas de los tres conceptos principales que se pueden encontrar
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en la literatura: la idea de qué es un sistema de geometria dindmica (DGS), la
nocién de problema abierto en un DGS vy la de arrastrar en un DGS. (Bacca-
glini-Frank y Mariotti, 2010) En esta tesis doctoral su propésito fue estudiar
aspectos del impacto de los Sistemas de Geometria Dindmica (DGS) en el
proceso de produccién de conjeturas en geometria euclidiana, centrindose en
los procesos cognitivos que surgen en correspondencia con modalidades de
arrastre particulares en Cabri.

El estudio muestra la idoneidad del modelo de conjeturacién de MD arrojan-
do luz sobre una relacién entre los procesos abductivos y el uso de DM, dando
fuertes motivos a la introduccién de la nocién de abduccién instrumentada.
El estudio tiene implicaciones para el disefio de actividades basadas en el uso
del arrastre de mantenimiento, con el objetivo educativo de introducir a los
estudiantes en la conjetura y demostracién en geometria.

Un trabajo para resaltar de entre otros y que es incisivo en el desarrollo de
procesos de conjeturacién en DGE, son los aportes del Profesor Allen Leung.
Justamente en el afio 2013 junto con las profesoras Alexandra Mariotti y Ana
Baccaglini el profesor Allen Leung publica para la revista internacional Estudios
Educativos en Matemdticas, “Discernimiento de invariantes en entornos de geo-
metria dindmica”, en el que interpretan y describen un modelo de invariantes
discernidores en DGE a través de tipos de conciencia de variacién y simulta-
neidad, y percepcién sensoriomotora que conduce a la conciencia del control
de arrastre. En este modelo, se distinguen invariantes de nivel 1 e invariantes de
nivel 2. Discutimos la conexién entre estos dos niveles de invariantes a través
del concepto de camino que pueden desempefar un papel importante durante
las exploraciones en DGE, que van desde el discernimiento de invariantes de
nivel 1 hasta el discernimiento de invariantes de nivel 2.

Dado que los entornos de geometria dindmica (DGE) proporcionan un
dominio epistémico, donde el movimiento y la variacién junto con la re-
troalimentacion visual y sensoriomotora pueden guiar la identificaciéon de
las propiedades geométricas de las figuras. La identificacién de invariantes
es una actividad importante en el pensamiento matemdtico. El concepto de
invariante se refiere a lo que permanece igual cuando los diferentes aspectos
de un fenémeno varian, y un aspecto sensorial de discernir invariantes es
percibirlos visualmente y separarlos durante la variacién. Los DGE se basan
en la variacién visual y, a través del arrastre, introducen al usuario en una
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pseudo-realidad que ayuda a facilitar la visualizacién de dicha simulacién
mental (Leung et al., 2013).

En sintesis, se ha presentado trabajos de investigacién que a su vez represen-
tan grupos y lineas de investigacién determinados, que hoy por hoy siguen en
ejercicio. Desde el trabajo del profesor Benitez y el grupo de México, en el cual
hoy en dia se ha consolidado como seminario permanente entre la universidad
del Valle y el Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del IPN (Cin-
vestav) sobre el Problem Solving adheridos al doctorado interinstitucional en
educacidn, énfasis educacién matemadtica de la Universidad del Valle.

Como también los trabajos de investigacion del profesor Marmolejo que
siguen incidiendo en el 4mbito de la ensefianza de la geometria desde un pun-
to de vista cognitivo, detallando la visualizacién, las operaciones y funciones
cognitivas y las estructuras de control.

Los trabajos del grupo italiano que desde 1996 en publicacién del PME
han sentado un precedente en el trabajo de la conjetura y todo lo que subyace
su desarrollo, asi como de los contextos y escenarios que se vinculan para su
caracterizacién. Cabe decir que en el presente estudio doctoral se cuenta con
la participacién del Dr. Allen Leung como director de pasantia internacional
en el que se viene desarrollando el trabajo de caracterizacién de los procesos
de conjeturacidn, teniendo en cuenta el vinculo de las operaciones cognitivas,
estructuras de control y lo que permite la figura geométrica como objeto ma-
temdtico aunado a su manipulacién desde ambientes de geometria dindmica.

Cabe destacar que la presente revisién de literatura permitié en esta inves-
tigacién considerar elementos valiosos en la caracterizacién de un proceso de
conjeturacién con foco desde lo cognitivo, vinculado a ambientes de geometria
dindmica, procesos de visualizacién y diseno de tareas que promueven DGE.
Se deben considerar enfoques teéricos para la estructuracién del DGE como
medio de exploracién y ejecucién, la aproximacién instrumental, mediacién
y mediacién semidtica, orquestacion y seres humanos con medios (Pérez Mé-
dina, 2014).

Esto a su vez permite enunciar como futura linea de investigacién: la cons-
truccién de conjeturas geométricas desde un punto de vista cognitivo cuando
se promueve en un DGE.
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Introduccion

El propésito del proyecto 5333 de la convocatoria interna 134-2021 financiado
por la Universidad del Valle con vigencia en el periodo febrero 2022 - febrero
2023, fue caracterizar creencias y concepciones de los profesores de secundaria
sobre la mediacién de los recursos pedagégicos en la ensenanza de las matemd-
ticas. Para fundamentar el proyecto se realizé hacer una aproximacién de las
creencias y concepciones de los profesores de matemdticas sobre la ensefanza
de las matemadticas y sus implicaciones segin Donoso et al. (2016) y Martinez
et al. (2019), y un andlisis de la mediacién de los recursos pedagdgicos en la
ensefanza de las matemdticas segin Garzén y Vega (2011), Guin y Trouche
(2005) y Trouche (2005).

En términos metodoldgicos, se trata de un estudio cualitativo-naturalista,
correspondiente a un estudio de caso, con ocho (8) profesores de matemadticas
de Instituciones Educativas publicas de Cali, Santander de Quilichao, Zarzal y
Buenaventura. Para la seleccién (dos profesores por cada sede) se usaron criterios
relacionados con la experiencia laboral, tipo de Institucién Educativa (publica
o privada) y tener estudios posgraduales. La caracterizacién se realizé a partir de
protocolos de observacién de clases en el aula y entrevistas semiestructuradas.

El proyecto se desarrollé en cinco fases. La primera consistié en la funda-
mentacién de la problematica; la segunda en la seleccién de los casos de estu-
dio y el diseno de instrumentos para la recoleccién de datos; la tercera en la
implementacién de los instrumentos y las observaciones; la cuarta fase consisti6
en el tratamiento de la informacién y su andlisis en términos de los referentes
conceptuales; por dltimo, en la quinta fase se da cuenta de los resultados. Uno
de los principales resultados de la investigacion es resaltar la importancia de la
observacién como estrategia metodoldgica que se consolida en el campo de la
Educacién Matemitica para dar cuenta de investigacién en aula y los procesos
de ensenanza y aprendizaje en acto. Se transcribieron 30 protocolos de las clases
de matemdticas de profesores de Educaciéon Bésica y media de Instituciones
publicas de las regiones del Norte del Cauca, Buenaventura, Zarzal y Santiago
de Cali en Valle del Cauca.

Por otro lado, como resultado de un primer anilisis de los protocolos de
observacién, se disena una entrevista semiestructurada que se aplica a los 8
profesores para el alcance del objetivo principal, y asi dar cuenta del poco uso
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de recursos manipulativos y digitales, y, de un predominio del uso del lenguaje
como instrumento mediador en los procesos de aprendizaje.

Los 8 profesores participaron de la entrevista dirigida por el investigador
principal del proyecto, las preguntas de la entrevista se centraron en dos
temas: creencias sobre el aprendizaje en matemadticas y su relacién con el uso de
recursos, el andlisis de estas entrevistas se realizé usando andlisis de contenido
(Braun y Clarke, 2006) el cual permiti6 identificar temas y categorias que dan
cuenta de lo buscado.

Aspectos tedricos

Se acoge la relacién propuesta por Cross (2009) en relacién con las creencias
que sobre las matemdticas y su incidencia en la ensefianza tienen los profesores.
Cross retoma a Ernest (1988), quien en la bisqueda de una aproximacién a
la ensenanza de las matemadticas que responda a las necesidades de formacién
actual, presenta un argumento que parte de considerar 3 visiones sobre la na-
turaleza de las matemadticas que habrian de cambiarse hacia una visién centrada
en la solucién de problemas como la aproximacién que mejor atiende dichas
necesidades; se hace entonces un recorrido similar con la intencién de encon-
trar una relacién pertinente para este trabajo entre las visiones que tienen los
profesores sobre la ensenanza y el aprendizaje de las matemdticas y sus creencias.
En el contexto de las reformas de los anos 80 que se proponian en la ensenanza
de las matemadticas Ernest (1988) hizo un andlisis de las condiciones necesarias
para adelantar tales reformas, y recomendé la adopcién de una aproximacién a
la ensenanza de las matemdticas desde el enfoque de la resolucién de problemas,
mismo que se adopté en Colombia, cf. MEN (1998) adoptar este enfoque
requiere cambios profundos.
Teaching reforms cannot take place unless teachers’ deeply held beliefs about mathe-
matics and its teaching and learning change. Furthermore, these changes in beliefs
are associated with increased rreforameflection and autonomy on the part of the
mathematics teacher. It depends fundamentally on the teacher’s system of beliefs, and

in particular, on the teacher’s conception of the nature of mathematics and mental
models of teaching and learning mathematics. (Ernest, 1988, p. 249)
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Una visién instrumental de las matemadticas sostiene que las matemadticas son
una acumulacién de hechos, reglas y habilidades para realizar ciertas tareas, asi
pues, las matemdticas son conjunto de reglas y hechos desconectados; una visién
platénica de las matemdticas las asume como un cuerpo estitico y unificado de
cierto conocimiento, las matemdticas son descubiertas no creadas y una visién de
las matemadticas como resolucién de problemas las asume dindmicas, en continua
expansion, un campo de creacién e invencién, un producto cultural humano.
Estas visiones el MEN las ubica como fuente de las concepciones que tiene los
profesores, a la platénica la pone en relacién con la formalista, Ernest (1988)
sostiene que estas visiones se asocian a modelos de ensefianza, mds o menos asi:

Una ensefanza que se centra en el rendimiento del estudiante hace énfasis
en su desempeno y dominio de reglas y procesos matemdticos, se la relaciona
con la visién instrumentalista de las matemdticas. Una ensefianza que se centra
en el contenido gira en torno a la comprensién de dichos conceptos y busca la
comprensién de relaciones y los procedimientos asociados, se le relaciona con la
visién platdnica de las matemdticas. Y una ensefianza que se centra en el salén
de clase usa los avances en cuanto a la organizacién y estructura de un buen
salén de clase, supone que el aprendizaje es mejor si las lecciones que toman
los estudiantes tienen estructura y se presentan con claridad, se le relaciona
con una visién de resolucién de problemas.

La hipdtesis con la que se trabaja finalmente es que es posible describir la
creencia sobre el uso de recursos en términos de un modelo de ensefianza y, en
consecuencia, una visién sobre la naturaleza de las matematicas. Las creencias
sobre el aprendizaje y la ensefanza que tienen los profesores se relacionan con
sus enfoques en clase y se consideraron fundamentales para definirlas, aunque
los profesores de matemdticas no describen sus visiones personales sobre la
naturaleza de las matemdticas en los términos: platonista, instrumentalista o
resolucién de problemas (Ernest 1991) estas categorias pueden ser usadas en
el andlisis de las creencias de los profesores (Chen, 2015).

Se logra poco, sefala Pajares (1992), si la investigacién en creencias en edu-
cacién falla en dar luces sobre la relacién entre las creencias, por un lado, y las
précticas de los profesores y los resultados de los estudiantes, por el otro. Se ne-
cesitan estudios que sefialen creencias que estdn relacionadas con ciertas practicas
de ensenanza. Estas creencias y concepciones estdn asociadas a la forma como el
docente aprendié las matemdticas. Estos autores coinciden con otros que ponen
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de manifiesto que cuando se conversa con los profesores al respecto, ellos mismos
reconocen que deben reflexionar a partir de lo que hacen en sus clases y replantear
ciertas concepciones que tienen sobre la ensenanza de las matematicas.

Es amplio y diverso el campo de estudio sobre las creencias (Ernest, 1991;
Pajares, 1992; Martinez, 2019; Cross, 2009; Chen, 2015), parece haber la
necesidad de recocer la importancia de los aspectos emocionales y su relacion
con los cognitivos, tan ampliamente estudiados. Si bien no hay una definicién
universal con la que los académicos que trabajan el tema estén de acuerdo, es
comun que se adopten posturas, por ejemplo Croos (2009) las define como
ideas y pensamientos consientes e inconcientes sobre si mismo, el mundo y
su posicién en ¢él, son personales, estables y a menudo residen més alld del
control inmediato del individuo, en cuanto a las matemadticas afirma que cada
individuo sostiene un rango de creencias que influencian su percepcién de las
experiencias que tiene con otros y con el mundo en general, estas creencias se
han investigado en varias dreas de investigacién educativa.

Adler (2000) define recurso como cualquier cosa que puede “reorientar” el
trabajo de un profesor. Se concibe a partir de la idea de algo que es fuente para
el trabajo del profesor, y que a la vez aporta a la actividad que ejerce. Se destaca
que las adaptaciones y configuraciones del recurso pedagdgico son el resultado
de las concepciones y el conocimiento profesional de un profesor. Garzén y
Vega (2011) adoptan un punto de vista amplio en relacién con los recursos
propios de la préctica profesional de los profesores de matemdticas, los cuales
son vistos en términos de un proceso complejo y dindmico que incluye, ademads
de las personas mismas, los lenguajes, los materiales educativos.

Por otro lado, como se menciond anteriormente, se realizé un andlisis de la nocién
de recurso pedagégico segun lo planteado por Garzén y Vega (2011), “Entende-
mos como recurso pedagégico a lo que congrega en una sola unidad de andlisis el
uso de los materiales, artefactos educativos o documentos que los maestros traen a

clase y los actos discursivos en los cuales aquellos toman un sentido y significacién
particulares” (p.10).

La mediacion se analizé de forma general y de acuerdo con tres enfoques.
La mediacién en su forma general se abordé desde los aportes propuestos por
Vygotsky, quien plantea que los procesos mentales superiores en las personas que
aprenden son mediados por herramientas fundamentales como, por ejemplo,
el mundo simbélico y el manejo de cédigos y, por supuesto, el lenguaje. En
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este sentido, se plantea el aprendizaje como un proceso social, mediado por
aspectos externos asociados a la naturaleza misma del ser humano.

Disefio metodolégico

El proyecto se llevé a cabo a través de cinco fases: la primera fue el refinamien-
to de la documentacién de la problemdtica; en la segunda la seleccién de la
poblacién objeto de estudio y el disefio de instrumentos para la recoleccién de
datos; la tercera correspondié en la ejecucién y observacion de lo planeado, la
cuarta fase correspondié al tratamiento de la informacién y su andlisis en tér-
minos de los referentes conceptuales. Finalmente, la quinta fase, correspondié
a la elaboracién de un catdlogo de resultados y conclusiones en funcién del
objetivo general del proyecto. Esta parte implicé también la consolidacién del
informe final del desarrollo del proyecto.

La fase I consistié en el refinamiento y ampliacién de los antecedentes que
permitieron una mejor delimitacién de la problemdtica y contextualizacién
del proyecto. Asi mismo, y como consecuencia de lo anterior, se desarrollaron
los referentes conceptuales que fundamentan el marco teérico. Dicha amplia-
cidn, consistié en hacer un andlisis a fondo de las nociones de mediacién y de
recursos pedagdgicos.

En la fase II, y como consecuencia de lo desarrollado en la anterior, se arti-
culan los referentes tedricos abordados, de tal manera que permitan identificar
elementos relevantes asociados a la mediacién de los recursos pedagégicos. De
esta manera, se determinaron las caracteristicas de los instrumentos de reco-
leccién de datos, de tal manera que su diseno permitié el hallazgo de unidades
de andlisis en dichos datos. Asi en esta fase se seleccionaron los ocho casos de
estudio, se ubicaron los contextos y el nimero de observaciones de clases a
cada uno de los profesores. En ese caso, se describen brevemente los esquemas
para el andlisis de los protocolos y para la entrevista semiestructurada. Simul-
tineamente a esta fase, se realizé la observacién de clases de los 8 profesores
(40 registros/protocolos de clase).

El andlisis de estas observaciones contribuyé al disefio de la entrevista , que
se constituye en el instrumento principal de recoleccién de datos, en la fase
III se organizaron las entrevistas con los docentes y los datos obtenidos se
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transcribieron para efectos de facilitar su revisién. Las ocho transcripciones
de las entrevistas se analizaron a partir del andlisis temdtico, un método per-
tinente para identificar, analizar y reportar patrones (temas) en un conjunto
de datos, se puede incluir en el grupo de métodos de andlisis cualitativo de
datos que se ocupan de “identificar temas o patrones ‘recurrentes’ en con-
juntos de Datos, como lo puede ser ‘el andlisis del discurso’ o el andlisis de
contenido o la teoria fundamentada” (Braun y Clarke, p. 80); se diferencia de
los anteriores pues no estd casado a un contexto teérico preexistente y por lo
tanto puede ser usado con diferentes marcos teéricos, un tema captura algo
importante de los datos sobre la pregunta de investigacién, debe aparecer un
nimero de veces “significativo” en el conjunto de datos, es algo a lo que se
le da considerable atencién, no solo un par de proposiciones, se debe decidir
si es explicito (a nivel semdntico) o latente (a nivel interpretativo). Una vez
recolectados los datos, se realizé la interpretacién de cada caso. En este sen-
tido, se seleccionaron algunos episodios provenientes de las transcripciones
de entrevistas y protocolos cuyos enunciados contenian elementos de una o
varias de las categorias.

Finalmente, la quinta fase, que corresponde a la elaboracién de un catdlogo
de resultados y conclusiones en funcién del objetivo general del proyecto; y
que ademds, implica también la consolidacién del informe final del desarrollo
del proyecto.

Presentacion y andlisis de resultados

En términos generales y en cuanto a las creencias y concepciones de los profe-
sores, objeto de este estudio, es notorio un aparente distanciamiento entre el
deber ser y el deber hacer. En cuanto al deber ser, por ejemplo, en las entrevistas,
a propésito de que las preguntas son explicitamente intencionadas para que
se hable de ello, los profesores manifiestan ciertas concepciones acerca de los
recursos, seguramente derivadas de su conocimiento profesional tanto desde
su experiencia como de su formacién inicial y continua. Ejemplo de esto, es
cémo los profesores mencionan algunos recursos (en su mayoria tangibles) y
la incidencia de estos en el aprendizaje. Mientras que en cuanto al deber hacer,
en la observacién de aula, los profesores muestran acciones y discursos en los
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cuales no necesariamente se ven reflejada la importancia que se le adjudicaba
a los recursos en la entrevista.

En particular, en la entrevista, en cuanto al uso de recursos y su incidencia
en el aprendizaje, se considera que el juego es una estrategia para persuadir al
estudiante, algo atractivo para este. Mientras que, en los protocolos de obser-
vacion, lo mds cercano a esta concepcidn fue en el marco de la revisién de una
tarea, en la cual, para efectos de revisar la produccién de cada uno, se hizo por
turnos a partir del tipico juego del “tingo-tango”.

Mientras que en la entrevista se enfatiza en la importancia del uso de
videos para aterrizar mejor algunos aspectos abstractos de las Matemdticas
y se menciona que hay plataformas digitales en las que se puede apoyar (sin
mencionar con especificidad cudles, a excepcién del Classroom) e inclusive
para evaluar. Parece haber una concepcién de recurso tecnolégico, en relacién
solo con aquellas plataformas predeterminadas en las que los estudiantes
interactdan con estos materiales de manera operativa. Sin embargo, en el
aula, no hay evidencia de aquellos recursos tecnoldgicos o digitales en los
que la interaccién con los estudiantes sea con propdsitos de exploracién,
construccién o validacién.

Asi pues, se evidencia por lo menos tres concepciones en general, derivadas
de la entrevista:

* Asociada a la importancia de este tipo de materiales en tanto permiten a los estudiantes
explorar y usar sus habilidades motoras, como, por ejemplo, recortar, dibujar, construir
maquetas, etc.

* Que este material no necesariamente debe tener un uso pedagégico predeterminado,
sino que también puede consistir en material fungible de uso cotidiano

* Que el material concreto tiene y deberfa tener relacién directa con tecnologfas digitales
para lograr mejores aprendizajes en los estudiantes. Sin embargo, esta posible relacién solo
se menciona en términos de cémo uno le hace promocién a la otra. Por ejemplo, cuando
se propone una actividad con material concreto y una plataforma como el Classroom
o el video, sirve de mecanismo de difusion para dar instrucciones mds precisas sobre lo
que se debe hacer con dicho material concreto.

Los aspectos mencionados anteriormente, contrastan con lo observado
en clase, en la medida en que no se evidencia el uso y/o propésito de ciertos
recursos en el aprendizaje. En este sentido, parece que la actuacién en el aula
en general por parte de los profesores estd supeditada a ciertas creencias que
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denotan algtin tipo de limitante para emplear los recursos con los fines que
se mencionan en la entrevista. Surgen entonces ciertos interrogantes sobre el
posible eslabén perdido entre la teoria y la prictica, entre lo que se dice y lo que
se hace, entre el deber ser y el deber hacer, entre las concepciones y creencias
de los profesores.

Dicho eslabén puede estar asociado a creencias sobre coémo posiblemente
el entorno ambiente o infraestructura puede condicionar la orquestacién que
vincula ciertos recursos. Asi mismo, puede quedar abierta la discusion frente
a cémo la formacién inicial (o continua en algunos casos) de los profesores
puede condicionar el conocimiento real que se tenga sobre el uso y funciones
de ciertos recursos pedagdgicos, es decir, cémo a pesar de que haya un cono-
cimiento sobre el qué (en torno al conocimiento de la existencia de ciertos
recursos), no necesariamente hay un conocimiento del cémo (en torno a cémo
se usan en el aula y la incidencia en el aprendizaje, en términos por ejemplo,
de génesis instrumental).

Sobre el proceso de investigacion y algunos
instrumentos de recoleccién de datos

De otro lado, el proceso llevado a cabo durante el desarrollo del proyecto
permitié la consolidacién paulatina de estrategias metodoldgicas y disefio de
instrumentos para la obtencién y andlisis de informacién, en el marco de un
trabajo cualitativo que supone algunas modificaciones durante el proceso a
partir de los hallazgos que se van presentando.

Este aspecto, pone de manifiesto distintas reflexiones y acciones frente a
procesos de investigacién que se lleven a cabo en el marco del trabajo con los
estudiantes de la licenciatura en Matematicas, haciendo énfasis en instrumen-
tos como la observacién en el aula y la entrevista semiestructurada. Se sugiere
que las distintas teorfas abordadas podrian potenciarse con el uso y constante
refinamiento de dichos instrumentos, los de observacién en particular. Los
primeros hallazgos llevaron a proponer el siguiente esquema para la entrevista:

Tema 0: presentacién. Se pide el nombre y (autorizacién expresa de grabar);
experiencia laboral-docente, sector puablico o privado estudios de pregrado y
posgrado, si los hay; ;Qué impresién/comentario tiene sobre la participacién
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en este proyecto? y sobre el proceso de observacién de sus clases. La idea es
lograr que el entrevistado entre en una dindmica normal de conversacién con
el entrevistador. asi se evitan predisposiciones o respuestas rebuscadas.

Tema 1. Se trata de explorar la concepcidn que tiene el/la profesor(a) sobre
el aprendizaje y por esa linea avanzar hacia su concepcién sobre el aprendizaje
mediado con recursos simbdlicos como el lenguaje o el aprendizaje mediado
con instrumentos; de este tltimo bloque se desprende el segundo tema, pues
asi se le da continuidad a la charla y se abordan los temas de interés.

Preguntas: en trabajos tradicionales sobre el curriculo se suele proponer que
el curriculo de matemadticas aborde la respuesta a preguntas cémo ;qué estdn
aprendiendo los estudiantes? Y ;cémo estdn aprendiendo? En relacién con eso,
:qué cree usted que ayuda a los estudiantes a aprender matematicas? o ;qué
los ayuda en su proceso de aprendizaje de las matemdticas?

Tema 2. Los recursos pedagdgicos en clase de matemdticas tienen una historia
amplia y diversa. De material diddctico o el llamado material concreto a libros
de texto, pasando por calculadoras y otros objetos que aparecen en el salén con
una intencién, hasta llegar a los computadores y otros recursos (documentales,
por ejemplo) que los profesores aprovechan para su clase. Si nos centramos en
material diddctico, calculadoras o computadores, ;qué tipos de recursos usa
usted en su clase? seglin su experiencia.

Analisis de protocolos de observacion

El andlisis de los protocolos no obedece a una orientacién metodolégica especi-
fica sino a las précticas de andlisis que se han desarrollado en la licenciatura en
matemdticas, dicho andlisis inicia con la revisién de las transcripciones, luego
la identificacién de escenas y su posterior ubicacién en alguna de las categorias
que se definen para el andlisis, en este caso se tenian 3: recursos, mediacién,
y su relacidn, con las cuales se conforma una tabla; asi los contenidos de cada
protocolo se numeran y el protocolo se identifica con un cédigo, de tal suerte
que un primer andlisis de cada protocolo se organiza en términos de estos
elementos. Las imdgenes siguientes ilustran el proceso desde el balance inicial
de los protocolos a analizar hasta el andlisis inicial.
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Tabla 1.

Informacion profesores participantes. Elaboracion propia

Version dic 12-2023.

Profes Pro obs Formacion

Experiencia |E publica y grado

1P1 5 LIC
MATEMATICAS

2pl 5 LIC EDU
bésica Enfasis en
matematicas

2pl 5 LIC EDU
bésica Enfasis en
matematicas

2p2 5 LIC EDUBAS E
MAT

3pl 2 LIC EDU
bésica Enfasis en
matemadticas
3p2 1 LIC EDU
bésica Enfasis en
matematicas
4p1 5 LIC EDU
bésica Enfasis en
matematicas
4p2 3 LIC EDU
bésica Enfasis en
matematicas

23 ANOS EXP PUBLICA, G 8

1 ANO HACE PUBLICA GRADO; G 5
10 afos / PUBLICA

secundaria

5 afios/secundaria PUBLICA

PTA PUBLICA
Uv

PUBLICA

6 anos PUBLICA
Proyectos
formacién

5 afios- privado  PUBLICA

llustracion 1.

Ejemplos de protocolos 1: introduccion y contexto de la observacion

PRIMER REGISTRO DE OBSERVACION REALIZADO EN LA INSTITUCION EDUCATIVA xxx =
SANTANDER DE QUILICHAO

Observacién a cargo de la sede Meléndez - Profesor 1 — Registro 1 (4P1R1)

A continuacién, se presenta el primer registro de observacion realizado en el colegio
puiblico Limbania Velaseo, ubicado en Santander de Quilichao, el dia viernes 1 de abril de
2022. Se observa la clase que imparte la docente Laura Yela a 35 estudiantes del grado
décimo uno. La profesora mencioné que el propésito de su clase hoy seré trabajar el tema
de operaciones entre vectores usando |2 gula que fue disefiada por ella misma y que tiene
en su celular. La profesora menciona gue durante la pandemia tuvo que disefiar varias
guias para sus estudiantes, y actualmente sigue usando esas mismas guias, las cuales se
encuentran disponibles en una plateforma virtual que ella usa llamada MILAULAS, La
informacién que ha usado para construir dichas guias es tomada de algunos libros como
por ejemplo los de Santillana y también péginas de internet como KHAN ACADEMY, en

donde busca informacién de cualquier tema, Ademss, incluye en sus guias enlaces de
videos explicativos del tema trabajado, los cuales observan en algunas clases. También
incluye en la plataforma algunos quices y evaluaciones tipo icfes y usa la aplicacién

ZIPGRADE, la cual permite calificar de manera més répida sus exémenes.
INICIO

Sujetos observados:

Profesora Laura Yela (P}

Estudiante (E1, £2, €3, .. £x)

Varios estudiantes (EV)

TERCER REGISTRO DE OBSERVACION REALIZADO EN EL COLEGIO LICEO CIUDAD DE xxx—
SANTANDER DE QUILICHAQ

Observacién a cargo de |a sede Meléndez - Profeser 2 - Registro 3 (4P2R3)

A continuacién, se presenta el tercer registro de observacién realizado en el colegio Liceo
Ciudad de Santander, ubicado en Santander de Quilichao, el dia lunes 11 de julio de 2022.
Se observa la clase que imparte la docente xxx al grado sexto a con 23 estudiantes. £l salén
de clase mide aproximadamente 80 metros cuadrados. Tiene dos ventanas grandes en sus
extremos que mantiene abiertas, 2 ventiladores, y un televisor que se ha fijado al lado del
tablero.

La profesora menciona que en la clase de hoy se reforzars el tema de la restay la
multiplicacién de nimeros naturales. Para esto se realizard un taller en clases denominade
PROSALI, disefiado por la docente a partir de Ia informacién que ya nos menciond en una
entrevista anterior. La observacion inicia a las 5:10 pm hasta las 6:50 pm.

Sujetos observados:

profe (P)

Estudiante (E1, E2, E3, .., Ex)
Varios estudiantes (EV)

P: Hola mis am

EV: Bien profe
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Los protocolos se elaboran siguiendo las pautas de la investigacién etnogréfica
(Mercer, 1997) inician con una descripcién de la situacién observada:

Ilustracion 2.

Ejemplos de protocolos 2: posibles usos de imagenes y fotografias en un
protocolo de observacion.

Quinto registro de observacién elaborado en la Institucién xxy|

En algunos casos, Ia clase de Matemiticas se desarrolla en el laboratorio de Fisica, puesto que, la
Instinicion dispone de este espacio, desde la postura del profesor, es importante que el alumno
interactie con ofros espacios Giferentes al salon de clase. El laboratorio de Fisica es un sitio
encerrado, caracterizado por disponer de: 2 espejos sin marco y cuadtos en las paredes, dos
estanterias, 3 repisas sin objetos, 3 ventiladores, un escritorio y silla para el profesor, adems de
mesas disciiadas en cemento con bancos de madera, una carilera alusiva 2 a solidaridad, v
parlante que remite informacion de Ia rectoria y 3 lamparas, del cual solo funcionan 2 y un video
beam.

Buotwcly de vhuen weti 1

hitpr colomb de cd.co 4 ! I de-fumci
an (Tink de dexcaren del comienido)

I sdaco'site el Gl Bley wbl i Ja G O
MMGMG M G0 U03 L0 wlf (L di b phsscucicn)

- profesor
A pnrclinneen

Hove de inicio 7.06

(P inicic llamando a liste, Henanco ol conirol da axisiancic)
- Bucna chicos crto o6 un vides muy Corte per que i me mucst muchns situacioncs que
eaman. n trakxjar #m ol cancepte del din dn hay por sjemple s wxteden ohrers

. macetrafia o valaren cudles aran exs valoes e o relacianahan (

salom)

AL peblacion

P Poblacion y qué min?

Al-Afo

P poblaridn 7w ¥ de sctne varishies sntonces nns cer cantidad ¥ bn o sn sismpa

antonces 13 graticy nos presens 13 relacion emme estas ariabler. a medidy que pasaby ol

Tiempo JJué pasaba con 1s pOMACIONI(E” MUGVE G RIS Y ST Ja fica BRSeRTad o
o videa)

Laboratorio de Fisica de la 1 E Técnico

El profesor a observar es director de grupo, manifiesta que, por las acividades presentadas en la
semana anterior, se extiende el primer periodo, una semana mas. En el transcurso de la semana
terminara |a temitica, posteriommente realizara |a evaluacion.

De acuerdo a la postura del profesor, afirma que; es importante culminar l2 unidad temitica, en este
aso de la adicion  sustraccion de los mimeros naturales, pero considera fundamental respefar los
procesos de aprendizaje de cada estudiante, no es el hecho de equipar al estudiante con
conocimientos sin saber su utilidad, “su uso” Es indispensable que los estudiantes conozean la
utiidad de las Matemiticas en |a vida diaria para que asi, puedan ser aplicarlas en X contexto.

En desarrollo de clase se pretende resolver de manera individual la situacién 2 y 3 de la guia de
aprendizaje, para ello, los estudiantes disponen de Ia guia de aprendizaje y no pueden hacer uso de
calculadora.

(Capura e puntull
Al vtdes reprachiesda
por ol doconne )

El protocolo de observacion. se realizd el 26 de abril del 2022. en el laboratorio de Fisicade laIE

Los protocolos, si bien estdn centrados en lo que dicen y hacen los parti-
cipantes, pueden apoyarse de imdgenes del espacio o de los materiales que se
usan, el tablero y los cuadernos pueden también aportar informacion si se
observa un espacio de clase.

Ilustracion 3.

Ejemplos de protocolos 3: anexos en un protocolo de observacion.

2 A A T 8 g S i S S S T

Cuarto registro de observacién elaborado en la Institucién Educativa xx|
P: Bueno, ¢Terminaron de calificar? Recuerden que, si ests bien chulito, si no signo de

Listo? =
pregunta, ¢Listo? Me entregan por favor, y recogen la basura. P: Asi que vamos a poner un ejercicio para que practiquemos Io que acabamos de ha

(Finaliza asi la clase de este dia. A continuacién, se muestran imgenes de algunos de los
ejercicios que los estudiantes realizaron en el tablero). |

va después de que uno lo entienda, uno de da cuenta que 5 minutos es bastante.

P: Actividad en clase: Utiliza las razones trigonométricas, importante esto para hal

medida del lado donde se encuentra la incognita
Empieza a escribis en el tablero

Los estudiantes empiczan a resolver la actividad y cada que necesitan Ie hacen pregu

la profesora

Anexo fotogrifico
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Los protocolos pueden contener informacién que los complementa como
fotos del grupo en clase o trabajando, esto suele ir en anexos:

Tabla 2.

Ejemplo de esquema para codificacion de los protocolos de los casos
estudiados.

4plrl
4plr2
4pl 4plr3
4plrd
4plr5
4p2rl
4p2 4p2r2
4p2r3
Ipl 1plrl
1plr2
1plr3
1plr4
1plr5

llustracion 4.

Ejemplo del proceso de analisis de los protocolos: identificar escenas
relacionadas con las dos categorias iniciales del analisis.

53 apuz 53

75 El bl e nado or ] Drofesr oaia preseoten l informacion aue el vatudiante debe i 7

El tablero s usado oor el profesor par
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Ilustracion 5.

Ejemplo de un analisis preliminar a un protocolo de observacion.

28

29

30

31
32
33
34
35
36
37
38

39
40
41

a2
a3
aa

Con esta informacién y su presentacién como un resultado inicial en los
andlisis preliminares, se logra tener un primer acercamiento a las practicas de
los profesores y el uso de diferentes recursos, informacién con la cual se ajusta
el diseno de la entrevista para que se oriente de forma especifica al logro de los

SOBRE LAS ESCENAS IDENTIFICADAS
prrl
Anilisis preliminar de protocolo de observacién de 3P2

El PZ2 en sus clases generalmente lo acompafia su computador y un videobeam. Su clase tiene como
recurso de apoyo las capsulas educativas de Colombia aprende y en la medida que se presenta el recurso,
se brinda espacios de interaccion con los estudiantes donde ellos son parte activa de la clase y para
sostener ese dinamismo el PZ2 sobre la accidn “crea o estructura” preguntas orientadoras. que ayudan a
los estudiantes a entender lo que en el recurso pedagégico que proyecta no esta muy claro o entendible,
Es decir, hace las veces de guia mediador. Ahora pues, en caso tal que lo anterior no sirva se apoya
haciendo uso del tablero y sus conocimientos para realizar representaciones que al parecer son méas
efectivas ya que, le permiten continuar con la aplicacion del recurso.

EL PZ2 intenta generalmente intenta cambiar la estrategia de desarrollo en la clase poniendo a trabajar en
grupos a los estudiantes en ciertos momentos, ya que el ejercicio de mediacién e interaccién entre
estudiantes para resolver un problema es una estrategia que le es efectiva.

Posible conclusidn: Se hace poco uso del cuaderno por parte de los estudiantes y el profesor valora mas
los aprendizajes sobre el trabajo efectivo en el aula. Ademas, la inclusién de un recurso digital es necesario
para el Docente.

objetivos del proyecto.

128



CREENCIAS Y CONCEPCIONES DE LOS PROFESORES DE EDUCACION MEDIA

Ilustracién 6.

Ejemplo analisis preliminar de los protocolos de observacion de un profesor.

Andlisis de protocolos de observacion profesor 1 sede PACIFICO
Generalidades de la clase y el profesor.

_Se cuenta con 5(cinco) protocolos de igual nimero de clases que equivalen a casi 9 horas de clase.

31/03/2022 Razones trigonomeétricas
apirt 8:40 am a 9:30 am v luego de | 10°1

10:00 am a 10:50 am-.  1: 40 | 20 estudiantes

min.
2pir2 31/03/2022 1: 40 min El teorema de Pitagoras

10:30 am a 12:30 pm 10°2 (19 gst)

21/04/2022 Razones trigonomeétricas para
2pir3 8:40 am a 9:30 am v luego de | angulos especiales

10:00 am a 10:50 10°1

1: 40 min. 20 estudhantes

21 /0472022 Reconocumiento de saberes
2plrd 10-50 am a 12-30 pm, 10°2

19 estudiantes

2pirs 04 /05/ 2022 10°2

8:40 am a 10:50 am, 19 estudiantes

Los protocolos corresponden a una clase de matematicas de 10°1 v 10° 2 grado,
predomina un modelo de clase en que el profesor interactia con los estudiante [ de 20
estudiantes trabajo en grupo), Los protocolos corresponden a una clase de calculo de 10°1
grado, con 20 ESTUDIANTES gue tienen entre 14 y 18 afios

la clase se desarrolla: ambientar, hacer actividad, conceptuulizar v finalmente socializar.
dice la profesora 20 estudiantes en 11 6 HORAS / SEMANA, EDADES entre 16 y 17.

SOBRE LAS ESCENAS IDENTIFICADAS

La clase permite ver la conceptualizacién a partir de la exploracién con situaciones aplicadas, se hace
uso de diferentes materiales entre los que se incluyen algunos propios del entorno y otros
convencionales. La profesora promueve la participacién de los estudiantes a partir de interrogantes
constantes y promoviendo reflexiones

ANALISIS PRELIMINAR

Se deja ver una clase magistral desarrollada a través de un ejercicio en clase. la profesora
orienta la clase de manera tradicional, pero, durante la clase plantea preguntas invita a
participar a sus estudiantes

La forma de ofrecer la clase, en este caso, privilegia la conversacién como
forma de interaccién con los estudiantes. En cuanto al uso del discurso pre-
domina la conversacién y el uso de imdgenes como dibujos: el tablero como
soporte de este y el registro en el cuaderno de los estudiantes de lo que ven,
leen, etc. Las ilustraciones no pasan de ser simples iconos, o no hay énfasis en
su lectura o andlisis. El uso de herramientas pasa a un segundo lugar.

Al observar las clases de matemdticas de los profesores seleccionados, se
transcribieron 31 protocolos de observacién de las clases completas que
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duraban entre una y dos horas méximo, adoptando unos cédigos para referirse
alos profesores y a los estudiantes, adjuntado en algunas ocasiones en imdgenes.
Esto con el objetivo de hacer un andlisis detallado que permitiera identificar
escenas o episodios de clase que dieran cuenta de categorias de andlisis cohe-
rentes con el objetivo de la investigacién, de manera que terminado el andlisis
de los protocolos y seleccionados los episodios, se propuso el siguiente esquema
de andlisis de los protocolos:

Analisis de la entrevista: modelo del profesor sobre el
aprendizaje

Posterior a la revisidén de los protocolos de observacién de clase, se definieron
algunos temas sobre los cuales centrar la entrevista, por una necesidad evidente
de informacién relacionada con la opinién del profesor sobre alguno de los
temas de interés el proyecto “hacer una caracterizacion de las creencias y con-
cepciones que tienen los profesores de educacién media sobre la mediacién de
los recursos pedagégicos en la ensefanza de las matemdticas”. Se propusieron
inicialmente dos grandes temas: los recursos y la mediacién, en lo que sigue se
amplia cada uno de ellos y se dan algunas preguntas para avanzar en el abordaje
del tema en cada entrevista.

Las entrevistas se aplicaron en persona o via internet, se grabaron y se
transcribieron. Asi se tiene: 8 profesores, 8 entrevistas, un par de horas de gra-
bacién y 37 pdginas de texto que recogen las intervenciones de los profesores.
Fue necesario combinar varias formas de andlisis, pues no fue fécil establecer
relaciones entre lo que hacen los profesores segtin se ve en los protocolos y lo
que dicen en las entrevistas.

En vista de que el andlisis propuesto no deja ver resultados se adopté el ani-
lisis temdtico, pues es un método para identificar, analizar y reportar patrones
(temas) en un conjunto de datos, suele ir mds alld al interpretar aspectos del
tema investigado (Braun y Clarke, 2000), se ilustran algunas de sus etapas en
las siguientes ilustraciones:
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Ilustracion 7.

Ejemplol de rejilla de analisis inicial.

" P P " ANALISIS EVIDENCIA Entrevist
CATEGORIA DE ANALISIS SUBCATEGORIA DE ANALISIS EVIDENCIA (Entrevista P2sNC) PraNG nerevista

L.30. Entrevistado: Yo considero
que la empatia, la empatia como
docente, como profesor de los
chicos o de las chicas.
L. 34-35. Para mi es fundamental
tener empatia con los nifios...
L. 41-44. ...que no les de miedo
Empatia del profesor con los preguntar, de que no les de miedo | Mejorar la actitud hacia las
estudiantes. cuestionarse o equivocarse, matematicas.

Estrategias a las que les da

- porque ese es otro error, otro
prioridad para los procesos de

paradigma de que, si yo me

aprendizaje. R N
equivoco, digo algo erréneo frente
a la que estoy haciendo, entonces
yo soy victima de burlas o que el
profesor de una vez va a colocar el

uno.

L. 45-49 Yo les planteo esa ~
Identificar los conceptos posibilidad de que puedan
previos. preguntar todo lo que se les

ocurra, parto a vbces delo que

Ilustracion 8.

Ejemplo2 de categorias para el analisis inicial.

PROYECTO 05333: Creencias y Concepciones de los profesores de Educacion Media sobre la mediacion
de los recursos pedagdgicos en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

ACTIVIDAD: Disefio de los instrumentos de recoleccion de datos

Analisis de I}a entrevista

Previos: lo que salid de la observacion

Mediacion |Recurso |otros
EL PAPEL DE LAS TAREAS 2pl %
EL PAPEL DE LA MEMORIA 2p2 |x
EL SALIR AT TABLERO 4pl %
EL NO USO DE CALCULADORA 4p2  |x

Se busca una descripcién amplia del conjunto de entrevistas para pasar luego
a una descripcién detallada del tema de interés “los recursos”. Para llegar alld
se sugieren estas etapas: (adecuacion de las fases de Braun y Clarke, p. 87):
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1. Releer las 8 transcripciones de las entrevistas, anotar ideas iniciales.

2. Generar cddigos iniciales, REVISAR que cada c6digo “tiene” informacién que lo “so-

porta”.
3. Buscar temas, agrupar o encontrar.

4. Revisarlos.

Ilustraciéon 9.

Ejemplol analisis entrevista aplicacion del analisis tematico fasel

PROYECTO 05333: Creencias y Concepeiones de los profesores de Educacion Media sobre la mediacién

FASE 1 del analisis: FAMILIARIZARSE de los recursos égicos en la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas

= — ACTIVIDAD: Disefio de los instrumentos de recoleccion de datos
1 T AR RRIIEOE
2p1 LCEDU BASEMAT | 1 AN HACE GRADO 5
21 C EDU BAs E AT | 10 ARDs  secundaria te mas a rte 1
202 LiC EDU BAS E MAT
301 UCEDUBSEVAT | B2
Se 5temas
3p2 publico
s LCEDUBASEMAT | 6 afios _ | publico A los estudiantes los ayuda a aprender:
Proyectos formacién
4p2 LICEDU BASEMAT _| 5 aftos- privado. Publico 3/privado

1. laresol de problemas
2. que el proceso sea més préctice que tedrico

e entrevistaron § profesores etc 3. que se usen estrategias, actividades y materiales
4

Fase 2: temas: “tematizar” . que se use un contexto cercano a ellos

Fase 2: tema 1 - entrevista Fase 2: tema 2 - entrevista
EL APRENDIZAIE e50 ¢qué cree usted que ayuda a
diantes a aps dtie

para Ipl el centro esta en que el estudiante “no
tenga miedo” o que tenga condiciones
emocionales, las resumen en que “le profesor
tenga empatia™ t t 2
e e rrac] ema s /parte
estudiante aprenda le sea significativo, o que lo
ueda aplicar en su contexto y que no sean solo N ”
e v se identificaron 3 temas

procedimientos

F F tipos de recursos usa usted en su clase

1. uso de tecnologias/plataformas (nuevas tec.)
2. las guias.
3. me apoyo en la calculadora/Excel, mfis répido

4pl

Que se trabaje resolviende problemas

Este tipo de andlisis se puede incluir en el grupo de métodos de andlisis
cualitativo de datos que se ocupan de identificar temas o patrones “recurrentes”
en conjuntos de Datos, como lo puede ser “el andlisis del discurso, andlisis de
contenido o la teoria fundamentada” (Braun y Clarke, 2000).
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Ilustraciéon 10.

Ejemplo2 aplicacion del analisis tematico fase?2

delos recursos pedagogicos en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

ACTIVIDAD: Disefio de los instrumentos de recoleccion de datos

p1
&Qué cree usted que ayuda a los estudiantes a aprender matemticas? o équé los ayuda en su proceso
de aprendizaje de la matemética?

en eso del contexto de la realidad

FASE 2 del analisis: generar codigos

Parte 1

Profundidad de la Experiencia Docente:

Las entrevistas revelan una experiencia docente sélida y una comprension profunda de
los desafios y oportunidades en la ensefianza de las matematicas.

Los entrevistados muestran una disposicion para adaptarse a las necesidades de los
estudiantes y para innovar en sus practicas pedagogicas.

Uso Variado de Recursos pedagogicos:
pl Los entrevistados demuestran un uso variado de recursos didécticos, desde materiales
manipulativos hasta tecnologia.
Esta diversidad en el enfoque pedagégico sugiere una comprension de la importancia
de la adaptacion v la flexibilidad en el aula.
enla ion y la Parti

Qué cree usted que ayuda a los estudiantes a aprender dticas? o si 1apodemos
formular en términos de ;Qué los ayuda en su proceso de aprendizaje de las matemiticas? ;Cudl
es su opinién profe?

continua para adaptar la ensefianza segun las necesidades individuales

Este enfoque en la evaluacion formativa y en la participacion estudiantil promueve un
ambiente de aprendizaje inclusivo y centrado en el estudiante.

2 Adaptacion Durante la Pandemia:

para Ip] el centro esté en que el estudiante “n0 " 0 que tenga

Ias resumen en que “le profesor tenga empatia”

Se menciona la adaptacion durante la pandemia, destacando la importancia de
encontrar nuevos métodos de ensefianza, como la elaboracién de guias de aprendizaje.
Esto sugiere una capacidad para enfrentar desafios y aprovechar oportunidades para
mejorar la ensefianza incluso en situaciones dificiles.

Futuras Colaboraciones:

Se planean futuras colaboraciones entre los entrevistados y el proyecto de
investigacion, lo que indica un interés en seguir explorando nuevas practicas
pedagdgicas y contribuir al desarrollo profesional continuo.

;cudl s tu opini6n? mejor jsobre qué es lo que hace o que apoya el aprendizaje de un muchacho?,
Zqué cosas inciden positivamente en el aprendizaje del estudiante?

para 1p2 el centro esta en que lo que el estudiante aprenda le sea significtive, o que lo pueda aplicar en
su contexto y que no sean solo procedimientos

Finalmente, en el primer tema se tiene que los profesores creen que ayudar
a los estudiantes a comprender la relevancia de las matemdticas en sus vidas,
desarrollar habilidades de lectura y comprensién, y utilizar una variedad de
estrategias pedagdgicas son elementos clave para promover el aprendizaje
efectivo de las matemdticas.

En el segundo tema, las entrevistas muestran que los recursos utilizados por
los profesores, segtin las entrevistas, incluyen una amplia gama de herramientas
pedagdgicas y materiales diddcticos: material manipulativo y tangible, tecnolo-
gia, recursos documentales y bibliogréficos, creativos y ludicos y herramientas
de lectura y escritura. Y que el grupo de profesores tiene una combinacién de
experiencia, adaptacién, innovacién y colaboracién que son fundamentales
para una ensenanza efectiva y centrada en el estudiante. Se evidencian por lo
menos tres concepciones en general, derivadas de la entrevista:

1. Asociada a la importancia de este tipo de materiales en tanto permiten a los estudiantes
explorar y usar sus habilidades motoras, como, por ejemplo, recortar, dibujar, construir
maquetas, etc.

2. Que este material concreto no necesariamente debe tener un uso pedagégico predeter-
minado, sino que también puede consistir en material fungible de uso cotidiano.
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3. Que el material concreto tiene y deberfa tener relacién directa con tecnologias digitales
para lograr mejores aprendizajes en los estudiantes. Sin embargo, esta posible relacién solo
se menciona en términos de cémo uno le hace promocién a la otra. Por ejemplo, cuando
se propone una actividad con material concreto y una plataforma como el Classroom
o el video sirve de mecanismo de difusién para dar instrucciones mds precisas sobre lo
que se debe hacer con dicho material concreto.

Estrategias a las que el docente les da prioridad para los
procesos de aprendizaje

Durante las clases observadas hay un predominio del uso del discurso como
recurso y la interaccién con los estudiantes para los procesos de ensenanza y
aprendizaje, lo que muestra aproximaciones a la mediacién semidtica. Sin em-
bargo, pese a que se evidencia que dicha interaccién conduce a un propésito, la
interaccién entre los docentes y los estudiantes no siempre garantiza que se
logre la construccién de significados matemdticos; de manera que en primer
lugar logre involucrar al estudiante al proceso de aprendizaje y en segundo
lugar que se dé un aprendizaje.

Es decir, las preguntas frecuentes que los docentes emplean durante las clases,
por lo general se usan para dar la palabra a los estudiantes y son meramente
procedimentales. Pues, si bien segtin Tebar (2003) la mediacién obedece a una
interaccién educativa, la pregunta serfa sel uso del lenguaje en estas practicas su-
pone un proceso mental de orden superior? es decir shay un aprendizaje? Ademis
en algunos casos en la participacién de los estudiantes se devela su perspectiva
matemdtica, pero no siempre se aprovechan estos argumentos para aclarar el
concepto matemdtico que hay detrds de dicha afirmacidn, sino que se queda
en una mera verificacién de procedimientos algoritmicos descontextualizados.

Los recursos empleados en la clase

En el desarrollo de las clases orientadas por los ocho docentes de matemdticas,
se evidencia que predomina un modelo de clase en salén abierto, con un tablero
al frente en el que el profesor presenta e interacttia con los estudiantes, habla y
escribe regularmente en el tablero, recurre al libro de texto, guias, médulos, el
discurso, las analogfas y algunos referentes de pginas web. Recursos digitales:
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el uso de calculadora (solo para grados superiores y en especial en el 4rea de
fisica) y el uso de Excel en el drea de probabilidad.

El propdsito del uso de recursos

En este andlisis, se centra la mirada en varios aspectos fundamentales que
pueden dar indicios de creencias del profesor acerca de la mediacién de los
recursos que emplea para el desarrollo de la clase, el papel del discurso, las
analogfas y la interaccién con los estudiantes para el aprendizaje, el libro de
texto, los médulos, el juego, la calculadora y el uso de la regla como recurso
en el desarrollo de la clase.

Sobre el discurso, el empleo de interrogantes, el uso de las estrategias pro-
puestas por los estudiantes para llegar a la solucién del problema y el empleo
de esquemas o analogias para la resolucién de problemas para que los estu-
diantes aprendan, muestra el predominio a una aproximacién de la mediacién
semidtica. Esto devela una creencia que se puede inferir de los protocolos de
observacién, puesto que no se expresa explicitamente en la entrevista, y es
que en la ensenanza en acto predomina el uso del discurso y se supone que la
mera interaccién entre los docentes y los estudiantes en el aula garantiza un
aprendizaje.

Por otro lado, el uso del libro de texto, la guia o la pagina web se limita
a la seleccion de talleres que se pueden emplear antes, durante y después de
la clase. En resumen, son un recurso que los estudiantes pueden usar para
adelantar los temas y para hacer tareas en casa, en el que se refleja la misma
estructura de la clase, conceptos, ejemplos y ejercicios. En este caso el recurso
fundamental para el docente es el libro de texto o la guia y recae sobre esta la
responsabilidad del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemidticas
para los estudiantes. La creencia que se infiere es que usan este recurso como
si por si solo pudiera hacerse cargo del aprendizaje, pero lo reconocen o em-
plean como un mediador del aprendizaje. Ademds, al parecer los estudiantes
no tienen acceso a estos, en ese orden serfa importante investigar ;por qué
razén? o jcudles son los criterios que usa el maestro para la seleccién de los
textos, guias, paginas web o la actividad propuesta en estos recursos? El uso
de calculadora en algunos casos no es permitido y en otros simplemente no se
usa, esto indica que una creencia de los maestros sobre el uso de este recurso
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tecnoldgico es que este sirve para realizar ser un obstdculo para el desarrollo
de habilidades numéricas.

Conclusiones y recomendaciones

Algunas experiencias importantes durante el desarrollo del proyecto incluyen
la conformacién de un colectivo de profesores intersedes (las cuatro sedes de
la Universidad del Valle, que ofertan el programa de licenciatura en Matema-
ticas) que, en diferentes niveles de formacién, incursiona en reflexiones que
invitan al cambio, adaptacién y desarrollo de otras posibles formas de concebir
el quehacer de los educadores matemdticos.

Asi mismo, el desarrollo de este proyecto muestra la viabilidad de vinculacién
de varios actores, entre ellos, profesores y estudiantes del programa de licencia-
tura. Esto se evidencia en la forma en que estudiantes de pregrado pudieron
participar de las discusiones del grupo en el marco del desarrollo del proyecto
y como esto abre posibilidades de mayor participacién de los estudiantes, no
solamente en este tipo de proyectos sino también en distintos tipos de grupos o
semilleros, que supongan unos principios bdsicos para el ejercicio de la investiga-
cién en educacién matemdtica desde y para los profesores en formacién inicial.

En términos generales y en cuanto a las creencias y concepciones de los pro-
fesores, objeto de este estudio, es notorio un aparente distanciamiento entre el
deber ser y el deber hacer. En cuanto al deber ser, por ejemplo, en las entrevistas,
a propésito de que las preguntas son explicitamente intencionadas para que
se hable de ello, los profesores manifiestan ciertas concepciones acerca de los
recursos, seguramente derivadas de su conocimiento profesional tanto desde
su experiencia como de su formacién inicial y continua. Ejemplo de esto, es
cémo los profesores mencionan algunos recursos (en su mayoria tangibles) y
la incidencia de estos en el aprendizaje. Mientras que en cuanto al deber hacer,
en la observacién de aula, los profesores muestran acciones y discursos en los
cuales no necesariamente se ve reflejada la importancia que se le adjudicaba a
los recursos en la entrevista.

En particular, en la entrevista, en cuanto al uso de recursos y su incidencia
en el aprendizaje, se considera que el juego es una estrategia para persuadir al
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estudiante, algo atractivo para este. Mientras que, en los protocolos de obser-
vacion, lo més cercano a esta concepcién fue en el marco de la revisién de una
tarea, en la cual, para efectos de revisar la produccién de cada uno, se hizo por
turnos a partir del tipico juego del “tingo-tango”.

Mientras que en la entrevista se enfatiza en la importancia del uso de videos
para aterrizar mejor algunos aspectos abstractos de las Matemdticas y se mencio-
na que hay plataformas digitales en las que se puede apoyar (sin mencionar con
especificidad cudles, a excepcion del Classroom) e inclusive para evaluar. Parece
haber una concepcién de recurso tecnoldgico, en relacién solo con aquellas
plataformas predeterminadas en las que los estudiantes interacttian. Uno de los
impactos actuales fue la conformacién de laboratorios de matemdticas en las
Sedes Zarzal, Pacifico y Norte del Cauca. Se espera que una vez finalizada dicha
conformacién se siga abordando reflexiones sobre la mediacién de los recursos
en la actividad matemadtica a partir de los cursos ofertados como “Resolucién
de problemas en el contexto del laboratorio de matemadticas”, “Matemdticas
recreativas” entre otros. Se sefiala en particular las posibilidades del disefio y
concepcién de la entrevista y su aporte a las metodologias de investigacién
cualitativa propias de la educacién matemdtica. Por otro lado, que sea posible
que a través de la extensién y proyeccién social, estos espacios sean un puente
articulador entre la regién y la Universidad a través de talleres, socializacién
de resultados, proyectos, seminarios y apoyo a la préctica profesional. Ademis
de otros aspectos importantes que pueden tener un impacto positivo en largo
o mediano plazo.
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